理工 类 本 科 生 


21 世 纪 高 等 学 校 数 学 系列 教材 


模糊 集 理论 与 方法 


m KRR KER AE FE 编著 


N WUHAN UNIVERSITY PRESS 
E ah a x n 
9 武汉 大 学 出 版 社 


21 世 纪 高 等 
理工 类 本 六 


责任 编辑 : 李 汉 保 
责任 校对 : 刘 F 
版 式 设计 : Etar 
封面 设计 : 涂 w 

* 近 


BN 978 307 339 
P78730 SUS 


定价 : 28.00 元 


B / 理工 类 本 科 生 


21 世 纪 高 等 学 校 数学 系列 教材 


模糊 集 理 论 与 方法 


m 张 振 良 KER 拒 允 强 FE 编著 


图 书 在 版 编目 ( CIP) 数 据 


模糊 集 理论 与 方法 / 张 振 良 , 张 金玲 , 丙 允 强 , 李 有 以 编 背 .一 武汉 :武汉 大 学 
出 版 社 ,2010. 1 

21 此 纪 高 等 学 校 数 学 系列 教材 ”理工 类 本 科 和 : 

ISBN 978-7-307-07339-5 


Le ORe Q 
校 一 教材 W.0159 


ke 图 股 …” 国 李 …。 M. 模糊 集 一 高 等 学 


中 国 版 本 网 书包 CIP 数据 核 季 (2009) 第 172780 š; 


责任 编辑 : 李 汉 保 责任 校对 : 刘 JK 版 式 设计 :人 詹 锦 玲 


出 版 发 行 : 武汉 大 学 出 版 社 (430072 武昌 KIM) 
(电子 邮件 ;cbs22@ whu. edu. en 网 址 :www. wdp. com. en) 

印刷 : 通 山 金地 印 务 有 限 公司 

开本 :787 x 1092 1Z16 印张 :17 字数 ,339 FE 插页 :2 

版 次 :2010 年 1 月 第 1 版 2010 年 1 月 第 1 次 印刷 

ISBN 978-7-307-07339-5/0 - 412 定价 :28. 00 元 


版 权 所 有 ,不 得 翻印 ; 凡 购买 我 社 的 图 书 , 如 有 缺 页 \、 倒 页 、 脱 页 等 质量 问题 ,请 与 当地 图 书 销售 部 门 联 
系 调换 。 


前 = 


1965 年 ， 美 国 控制 论 专家 L. A. Zadeh 在 《Information and control) 发 表 的 开 
创 性 论文 《Fuzzy sets》， 创 立 了 模糊 集合 论 ， 模糊 集合 作为 经 典 集 合 的 推广 ， 它 
概括 了 更 加 普遍 ， 更 加 多 样 的 数学 概念 ， 推 广 了 数学 理论 的 发 展 ， 形 成 了 一 门 新 
的 数学 学 科 一 一 模糊 数学 .使 得 经 典 数学 的 各 个 数学 分 支 在 更 广阔 、 更 深刻 的 意 
义 下 向 前 推进 ， 形 成 了 模糊 数学 的 相应 数学 分 支 : 模糊 测度 、 模 糊 拓扑 、 模 糊 代 
数 、 模 糊 概 率 、 模 糊 规 划 等 ， 至 今 从 模糊 数学 本 身 的 基础 理论 到 各 个 分 支 都 形成 
了 自己 的 理论 框架 和 应 用 的 理论 基础 . 引起 了 国内 外 各 领域 ， 众 多 学 者 的 关注 . 
是 从 事 研究 的 人 员 众多 ， 成 果 显著 、 应 用 广泛 的 数学 学 科 之 一 . 

1973 年 ，L. A. Zadeh 又 提出 了 用 模糊 语言 描述 系统 的 方法 ， 并 为 模糊 控制 
的 实施 提供 了 有 效 的 方法 .把 模糊 系统 作为 研究 模糊 性 的 内 在 规律 ,探讨 模糊 语 
言 和 模糊 逻辑 ， 在 这 方面 ， 模 糊 数学 与 人 工 智 能 、 知 识 工程 、 专 家 系统 、 神 经 网 
络 等 方面 的 有 机 结合 ， 促 进 了 计算 机 科学 ， 多 媒体 技术 、 自 动 控制 和 信息 的 采集 
与 处 理 等 诸多 技术 的 发 展 ， 更 好 地 模拟 人 的 思维 ， 对 客观 事物 进行 识别 、 聚 类 、 
决策 、 评 价 、 控 制 和 优化 等 .在 应 用 科学 、 管 理科 学 、 决 策 科 学 ,包括 理 、 工 、 
农 、 医 及 社会 科学 等 众多 领域 都 具有 广泛 的 应 用 . 

1982 年 ， 波 兰 数学 家 Z. Pawlak 在 《International Journal of Computer and Infor- 
mation Sciences) 上 发 表 的 文章 《Rough Sets? 中， 首次 提出 了 一 种 处 理 不 确定 性 
现象 的 数学 理论 一 一 粗糙 集 理论 。 该 理论 与 同样 处 理 不 确定 性 现象 的 模糊 理论 的 
区 别 在 于 ， 该 理论 无 需 提 供 所 需 处 理 的 数据 集合 之 外 的 任何 先 验 信息 ， 所 以 模糊 
集 理论 和 粗糙 集 理论 的 相 结 合 ， 在 处 理 不 确定 性 问题 时 有 很 好 的 互补 性 。1990 
#E, Dubois. D 和 Prade. H 首先 提出 了 模糊 粗糙 集 模 型 ， 将 论 域 上 的 等 价 关系 推 
广 到 模糊 等 价 关 系 ， 将 被 近似 描述 对 象 集 推广 到 模糊 集 上 。 到 20 世纪 90 年 代 末 
期 ， 模 糊 粗 糙 集 模型 在 理论 研究 和 实际 应 用 中 都 取得 了 丰富 的 成 果 。 模 糊 粗 糙 集 
理论 在 机 器 学 习 与 发 现 、 数 据 控 掘 、 决 策 支 持 与 分 析 、 专 家 系统 、 模 式 识别 、 智 
能 控制 等 方面 都 具有 广泛 的 应 用 。 

本 书 系 统 地 介绍 了 模糊 集 的 基本 理论 ， 包 括 模糊 集 的 分 解 定 理 、 表 现 定理 、 
扩张 原理 、 模 糊 关 系 等 基础 内 容 ， 同 时 还 介绍 了 模糊 聚 类 、 和 模糊 评价 、 模 糊 决 
策 、 模 糊 规 划 等 模糊 集 的 应 用 方法 。 介 绍 了 模糊 逻辑 、 模 糊 推 理 ， 并 以 此 为 基 
础 ， 阅 述 了 模糊 控制 理论 及 其 实现 方法 。 最 后 介绍 了 粗糙 集 和 模糊 粗糙 集 的 基本 
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理论 ， 介 绍 了 信息 系统 与 模糊 信息 系统 的 属性 约 简 方法 。 全 书 共 分 10 章 , 第 1 
章 介绍 了 格 和 模糊 格 的 基础 知识 ， 第 2 章 、 第 3 章 和 第 4 章 介 绍 了 模糊 集 的 基本 
理论 , 第 5 章 、 第 6 章 和 第 7 章 介绍 了 模糊 逻辑 、 模 糊 推 理 和 模糊 控制 的 基本 理 
论 和 应 用 方法 。 第 8 章 、 第 9 章 介绍 了 模糊 决策 和 模糊 规划 的 理论 与 方法 。 第 
10 章 介绍 了 粗糙 集 与 模糊 粗糙 集 的 基本 理论 和 信息 系统 的 属性 约 简 方 法 。 

本 书 与 其 他 模糊 集 理论 方面 的 书 所 不 同 的 是 ， 本 书 以 格 论 为 基础 ， 在 完全 分 
配 格 上 阅 述 模糊 集 理论 ， 形 成 具有 自身 特色 的 理论 体系 。 男 外 ， 在 应 用 基础 方 
面 ， 本 书 涉及 了 模糊 逻辑 、 模 糊 控 制 、 模 糊 取 类、 模糊 评价 、 模 糊 决策 、 模 糊 规 
划 以 及 模糊 信息 系统 的 属性 约 简 等 的 理论 基础 和 应 用 方法 。 是 在 介绍 模糊 集 理论 
与 方法 方面 较为 全 面 的 一 本 教材 和 参考 书 。 

本 书 第 1 章 、 第 2 章 、 第 3 章 、 第 4 章 由 张 振 良 编写 ; 第 5 章 、 第 6 章 由 张 
金玲 、 般 允 强 编写 ; 第 7 章 、 第 8 章 、 第 9 章 由 有 息 介 强 、 李 岩 编 写 ,第 10 章 由 
李 麻 编写。 全书 由 张 振 良 统 稿 ， 张 金玲 编排 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 参考 了 张 文 修 教授 的 《模糊 数学 引 论 》， 罗 承 忠 教授 的 
《模糊 集 引 论 》， 汪 培 庄 教授 和 李 洪 兴 教 授 的 《模糊 系统 理论 与 模糊 计算 机 》 等 
著作 。 本 书 在 编写 和 出 版 过 程 中 ， 得 到 了 武汉 大 学 出 版 社 理工 事业 部 李 汉 保 编辑 
的 大 力 支持 ， 得 到 了 昆明 理工 大 学 津 桥 学 院 的 关心 和 支持 ， 借 此 机 会 ARAO 
感谢 ! 

出 于 作者 的 学 识 和 水 平 有 限 ， 书 中 难免 有 错误 和 疏漏 之 处 ， 恩 请 读者 和 专家 
批评 指正 。 


作 者 
2009 年 8 月 
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数学 是 研究 现实 世界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 。 长 期 以 来 ， 人 们 在 认识 
世界 和 改造 世界 的 过 程 中 ， 数 学 作为 一 种 精确 的 语言 和 一 个 有 力 的 工具 ， 在 人 类 
文明 的 进步 和 发 展 中 ， 其 至 在 文化 的 层面 上 ， 一 直 发 挥 着 重要 的 作用 。 作 为 各 门 
科学 的 重要 基础 ， 作 为 人 类 文明 的 重要 支柱 ， 数 学 科学 在 很 多 重要 的 领域 中 已 起 
到 关键 性 、 甚 至 决定 性 的 作用 。 数 学 在 当代 科技 、 文 化 、 社 会 、 经 济 和 国防 等 诸 
多 领域 中 的 特殊 地 位 是 不 可 忽视 的 。 发 展 数学 科学 ， 是 推进 我 国 科学 研究 和 技术 
发 展 ， 保 障 我 国 在 各 个 重要 领域 中 可 持续 发 展 的 战略 需要 。 高 等 学 校 作 为 人 才 培 
养 的 摇篮 和 基地 ， 对 大 学 生 的 数学 教育 ， 是 所 有 的 专业 教育 和 文化 教育 中 非常 基 
础 、 非 常 重要 的 一 个 方面 ， 而 教材 建设 是 课程 建设 的 重要 内 容 ， 是 教学 思想 与 教 
学 内 容 的 重要 载体 ， 因 此 显得 尤为 重要 。 

为 了 提高 高 等 学 校 数学 课程 教材 建设 水 平 ， 由 武汉 大 学 数学 与 统计 学 院 与 武 
汉 大 学 出 版 社 联合 倡议 、 策 划 ， 组建 21 世纪 高 等 学 校 数 学 课程 系列 教材 编 委 会 ， 
在 一 定 范围 内 ， 联 合 多 所 高 校 合作 编 写 数学 课程 系列 教材 ， 为 高 等 学 校 从 事 数 学 
教学 和 科研 的 教师 ， 特 别 是 长 期 从 事 教 学 且 具 有 丰富 教学 经 验 的 广大 教师 搭建 一 
个 交流 和 编写 数学 教材 的 平台 。 通 过 该 平台 ， 联 合 编写 教材 ， 交 流 教学 经 验 ， 确 
保教 材 的 编写 质量 ， 同 时 提高 教材 的 编写 与 出 版 速度 ， 有 利于 教材 的 不 断 更 新 ， 
极力 打造 精品 教材 。 

本 着 上 述 指导 思想 ， 我 们 组 织 编撰 出 版 了 这 套 21 世纪 高 等 学 校 数学 课程 系 
列 教材 。 旨 在 提高 高 等 学 校 数 学 课程 的 教育 质量 和 教材 建设 水 平 。 

参加 21 世纪 高 等 学 校 数 学 课程 系列 教材 编 委 会 的 高 校 有 : 武汉 大 学 、 华 中 
科技 大 学 、 云 南大 学 、 云 南 民族 大 学 、 云 南 师范 大 学 、 昆 明理 工大 学 、 武 汉 理 工 
大 学 、 湖 南 师范 大 学 、 重 庆 三 峡 学 院 、 襄 攀 学 院 、 华 中 农业 大 学 、 福 州 大 学 、 长 
江 大 学 、 威 宁 学 院 、 中 国 地 质 大 学 、 孝 感 学 院 、 湖 北 第 二 师范 学 院 、 武 汉 工业 学 
院 、 武 汉 科技 学 院 、 武 汉 科 技 大 学 、 仰 恩 大 学 (福建 泉州 )、 华 中 师范 大 学 、 湖 
北 工业 大 学 等 20 余 所 院 校 。 

高 等 学 校 数学 课程 系列 教材 涵盖 面 很 广 ， 为 了 便于 区 分 ， 我 们 约定 在 封 首 上 
以 汉语 拼音 首 写字 母 缩写 注 明 教材 类 别 ， 如 : 数学 类 本 科 生 教材 ， 注 明 : SB; 
理工 类 本 科 生 教材 ， 注 明 : LGB; 文科 与 经 济 类 教材 ， 注 明 : WJ; 理工 类 硕士 
生 教材 ， 注 明 : LGS， 如 此 等 等 ， 以 便于 读者 区 分 。 
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武汉 大 学 出 版 社 是 中 共 中 央 宣 传 部 与 国家 新 闻 出 版 署 联合 授予 的 全 国 优秀 出 
版 社 之 一 . 在 国内 有 较 高 的 知名 度 和 社会 影响 力 、 武 汉 大 学 出 版 社 愿 尽 其 所 能 为 
国内 高 校 的 教学 与 科研 服务 。 我 们 愿 与 各 位 朋友 真诚 合作 ， 力 争 将 该 系列 教材 打 
造成 为 国内 同类 教材 中 的 精品 教材 ， 为 高 等 教育 的 发 展 贡献 力量 ! 


21 世纪 高 等 学 校 数学 系列 教材 编 委 会 
2007 年 7 月 
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第 1 章 格 与 模糊 格 - 1 


11.1 集合 及 其 运算 


集合 概念 是 现代 数学 的 最 基本 的 概念 . 我 们 把 所 考虑 的 对 象 的 全 体 称 为 一 个 
集合 ,也 称 为 论 域 , 记 为 X.X 中 的 对 象 称 为 元 素 , 记 为 x,yY,…. 车 * 是 X 的 元 素 , 称 
为 x 属于 X, 记 为 xeX; 若 x 不 是 X 的 元 素 , 称 为 x 不 属于 X, 记 为 x#gX, 或 x ë X. 
X 中 的 一 部 分 元 素 组 成 的 集合 称 为 X 的 子 集 , 记 为 4,B,…. 若 4 是 X 的 子 集 , 记 为 
ACX; EADE XRT, WAAAY 不 含 任 何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 名 . 空 
集 名 是 任何 集合 的 子 集 . 

给 定性 质 P,P(x) 表 示 % 具有 性 质 P, 所 有 具有 性 质 P 的 元 素 汇集 成 一 个 集合 
X, WA 

X = |x! P(x)! (1.1) 

设 X 是 论 域 ,4,B 是 X 的 两 个 子 集 , 若 4 中 的 元 素 都 是 如 中 的 元 素 , 称 为 4 包 
含 于 B, 或 称 为 B 包 含 4, 记 为 4CB 或 B24. 

显然 ,4CBoOYx(xe4) 一 (xeB),A=B 定义 为 4CB,BC4, 即 

A=B<Vx(xeA)—Ə(xe B)B Vx(xe B)—Ə(xe A). 

FW AKO.ACA,.,QCA. 

把 论 域 世 的 每 个 子 集 看 做 一 个 元 素 , 由 七 的 某 些 子 集 组 成 一 个 新 的 集合 , 即 
集合 的 集合 , 称 为 集合 族 . 而 开 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 族 称 为 天 的 寡 集 , 记 为 
P(X) 或 2 , 即 

P(X) A IAl1A CX| (1.2) 
由 此 ,A4CXeh ee P(X). 
定义 1L11 设 4,8eP(X), 记 


AUBA Ixlxe A 或 x e B| (1.3) 
ANBA IxlxeAHxe Bil (1.4) 
A'A [xl x ë Al (1.5) 


分 别称 为 4 与 8 的 并 、 交 和 4 的 余 集 . 
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定理 1.1.1 设 4,B,CeP(X) , 则 并 \ 交 、 余 满足 下 列 性 质 : 

(1) 窜 等 律 AUA=A,ANA =Å; 

(2) 交 换 律 A4UB=BUA4,4NB=B8NM4; 

(3) 结 合集 (AUB)UC=AU(BUC), 
(ANB)NC=AN(BNC); 

(4) 吸 收集 AU(ANB)=4A,AN(AUB) =Å; 

(5) 分 配 律 AU(BNMC)=(4UB)N(4UC)， 
AN(BUC)=(ANB)U(ANC); 

(6) 同 一 律 AUØ=4A,ANX=4; 

(7) 两 极 律 AUX=X,AN @ = @; 

(8) 对 合 律 (4')'=4; 

(9) 对 偶 律 (AUB)’ =A' NB’ ,(ANB)' =A'UB'; 

(10) 互 补 律 AUA’ =X,AnA ' =Ø. 

证 明 从 略 . 

集合 的 并 、 交 可 以 推广 到 任意 多 个 集合 的 情况 , 设 了 是 指标 集 , Vt e T, 

A,e P(X) , 记 


UA, À {zl JteT, eh (1.6) 
nA a |x] Vie T,zx e A,] (1.7) 
特别 地 ,指标 集 了 = @ , WJ 
yA 
QA = 1 


分 配 律 和 对 偶 律 可 以 推广 到 无 穷 情况 : 
(5') 分 配 律 。 A4U(N 4,) = (4U4,)， 
AN(U A,) =U(AnA,); 
(9 ) 对 偶 律 (U4,)' = D 4;, 
(NM A,)' = Ú 4;. 
定义 1.1.2 设 4,BeP(X), 记 


A-BA [xl xe A,x gB} (1.8) 
AOBA(A4-B)U(B-A) (1.9) 

分 别称 为 4 与 B 的 差 和 对 称 差 . 
显然 A-B=ANB’ (1.10) 
AGB = (4UB)-(4N B) (1.11) 


W Ae P(X),X BJ f$ A 可 以 用 二 值 函 数 表示 , 当 xe 4 时 函数 值 为 1, 当 x&¢4 
时 函数 值 为 0, 所 以 X 的 子 集 4 可 以 用 下 列 的 函数 唯一 确定 . 
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定义 1.1.3 设 AeP(X) ,函数 已:X 一 [0,1] 为 


l, x€A 
x) = | 
0, gA 


(1.12) 


称 为 4 的 特征 函数 . 

特别 地 X,(x) =1，XYo(xz) =0. 

为 了 方便 , 简 记 和 (x) A4(x). 由 此 ,集合 的 包含 .相等 ,并 、 交 、 余 用 特征 函数 
分 别 表示 如 下 :V4,Be P(X), 则 : 

(1ACBe Vxe X.A(x) <B(x); 

(2)A=Be Vxe X,A(x) =B(x); 

(3) (AUB)(x) =A(x) VB(x); 

(4)XAnB)(x) =A(x) AB(x); 

(5)A'(x) =1-A(x). 

其 中 “V ”表示 上 确 界 “sup”,“ 人 "表示 下 确 界 “inf”. 

证 明 简 单 ,从 略 . 

同 理 ,无 穷 多 个 集合 的 并 、 交 用 特征 函数 分 别 表示 为 , Yte 7,4,e P(X), 则 : 

(6) (U 4,) (z) = V A,(z); 

MQA) (z) = A A,(z). 


1.1.2 映射 


定义 1.1.4 设 X,7Y 是 集合 ,如 果 存 在 一 个 法 则 放 对 于 每 一 个 xs 了 ,通过 法 
则 了 都 有 了 唯一 确定 的 一 个 ye 了 与 之 对 应 , 则 称 f 是 X 到 了 的 一 个 映射 , 记 为 
f:X— Y 
XX 称 为 映射 /的 定义 域 , f(X) 称 为 的 值 域 ;y 称 为 x 在 f 作 用 下 的 像 , 记 为 y= 
f(x) ,而 符号 f:x 一 y 表示 x 是 y 的 原 像 . 
特别 地 ,映射 :XX 一 了 ,x 一 x 称 为 下 上 的 恒 等 映 射 或 单位 映射 . 
在 现代 数学 中 ,映射 与 函数 是 同义词 . 
设 f:X—-Y,VAC X,1E 
KA) À [/Gx) | x e A| (1.13) 
称 为 4 在 f 作 用 下 的 像 ,显然 f(4) C Y. 特别 地 , fA 了) 称 为 映射 f 的 像 集 , 记 为 Imf. 
一 般 地 ,f(X)CY. YBCY, 记 
f'(B) A [zx e XI f(x) e B! (1.14) 
称 为 B 在 /作用 下 的 完全 原 像 ,显然 广 (B) EX, f'(Y) =X. 
注 : 广 不 是 了 到 无 的 一 个 映射 ,而 是 了 到 天 的 一 种 关系 . 
定理 1.1.2 设 F TY, 若 4,BesP(T) , 则 : 
(1/(AUB) =A) UFB); 
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(2)f(4NB) GAA) ASB). 

证 明 (1)Vye/(AUB)e dxeAUB, f(x) =y,OIxeA, f(x) =y, Ñ 

3xeB, f(x) =y. Yef(4) 或 yef(B)e3yef(4) USB), i 

f(AUB)=f(4) USCB). 

同 理 证 (2 ). 

一 般 地 , f:X 一 了 ,14,1,..r 是 X 的 子 集 族 , 则 : 

(UA) = U fA); 

(NA) EN fA). 

定理 1.1.3 设 /:X_Y, 若 4,BeP(Y), 则 : 

(Df (4AUB) = 广 (4) Uf (B); 

(2) 广 (4nB) =f° (4) Nf (B); 

(3) 广 (4-B) = 广 (4) -f° (B). 

证 明 (1) Vxef'(AUB)ef(z) e AUBef(x) es4 或 F(xz) e Be 
xef ' (A)R xef '(B)exef''(A)JUf (B), f 'CAUB)=f''(A)Uf (B). 

同 理 证 (2) , 现 证 (3). 

(3)Vxef''(A- B)ef(x)e A- Bef(x) e A, f(x) eBexef''(A), 
xef '(B)exef (4) -f° (B), (A-B) = 广 :(4) -f'(B). 

在 (3) 式 中 , 取 了 =4, 则 得 


(4) F'(B’) =( 广 (B)) 
一 般 地 ， f:X—Y, IB, ,. E Y 的 子 集 族 , 则 

(5) 广 (CUB) = U f” (B). 
(6) f'(0B,) = Q f (B,). 


定理 1.1.4 i$ f:X>Y. 

(1) 若 4sP(TE) , 则 4GEA (CA4) ); 

(2) 若 BeP(7) , 则 BA 六 (8B)). 

证 明 (1) Vx e A=>f/(z) sf(A)=xe f  (AA)), AC O) ). AIE (2). 

定理 1.1.5 设 /:Xo 了 ,g:7 一 2Z ,定义 gef 为 :Vx eX,(gef) (x) =zg (f(x) ) , WI 
gof E X F Z 的 映射 . 

证 明 VxeX, 邻 y=f(x), 则 ye 了 ,又 令 z=g(y) =g(f(x)), 则 ze2, 即 
VxeX, 都 jzeZ, 使 z 和 x 对 应 . 现在 证 明 这 种 对 应 的 唯一 性 ,假若 了 jz ,z, e Z z, 
夫 fE z, = (gof) (x) =g(/(x)),z, = gf) (x) =g(f(x)) ,Bz =z(y),z,= g 
(7) ,这 与 g 是 了 到 Z 的 映射 矛盾 , 故 zy =z,, 即 x 在 gof 的 作用 下 , 像 是 唯一 的 ,所 
以 gef Æ X A) Z 的 映射 . 

定义 1.1.5 BfX>Y, g: Y>Z, MEK gf: X>Z, (gf) (x) =g(/(x))38 f fü g 
的 复合 映射 . 
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定义 1.1.6 ik /.X—Y. 
(DEVa, EX,X1 了 x2 过 f(x1) 关 (zi), 则 称 f 是 单 射 , 单 射 也 称 为 一 一 映 


(2) 车 VyeY,3xeX, 使 /(x) =y, 则 称 / 是 满 射 , 满 射 也 称 为 在 上 映射 ; 

(3) 若 上 既是 单 射 , 又 是 满 射 , 则 称 / 是 双 射 , 双 射 也 称 为 一 一 对 应 . 

定理 1.1.6 2 f:X>Y,g:Y—>Z. 

(1) 若 上 /和 8 是 单 射 , 则 gof 也 是 单 射 ; 

(2) 若 上 和 8 是 满 射 , 则 gef 也 是 满 射 ; 

(3) 若 和 8 是 双 射 , 则 gef 也 是 双 射 . 

证 明 简 单 ,从 略 . 

定理 1.1.7 设 /:X—Y 是 双 射 ,定义 f° 为 Vye 了 ,车 f(x) =y 时 ,zx= 广 (7)， 
MJ 广 : 是 了 到 三 的 双 射 ,并且 Ff! =L, f sf= L, 

证 明 简 单 ,从 梧 . 

定义 1.1.7 设 /:X-Y 是 双 射 , 则 称 f/ Y>) =y 时 , f ' (y) =z) 为 了 
的 逆 上 映射. 

定义 1.1.8 R f:X>Y,ACX, EX g:A>Y, Y xeA, g(x) =f(x), 则 称 g 是 / 
在 4 上 的 限制 , 记 为 g =f14, 此 时 也 称 f 是 g 在 了 上 的 扩张 . 


$1.2 代数 系统 


设 X, 了 是 两 个 非 空 集合 ,由 开 和 了 的 任意 两 个 元 素 的 有 序 搭配 构成 一 个 新 的 
集合 . 
XxYA [(x,y)] xe X,y e Y| (1.15) 
FA X A Y 0548 F JU, BIRAHI. 
X x Y 的 元 素 是 XX 的 一 个 元 素 x 和 了 的 一 个 元 素 7y 构成 的 序 偶 (x,y) IQ E. X 
的 元 素 在 前 , 称 为 第 一 坐标 ,了 的 元 素 在 后 , 称 为 第 二 坐标 . 
一 般 地 ,XxYzYxXX. 
两 个 集合 的 直 积 可 以 推广 到 a 个 集合 或 无 穷 多 个 集合 上 去 . 
W X, ,X,,--. AX, 是 n 个 非 空 集合 , 则 由 它们 的 元 素 构 成 的 n 元 序 组 作为 元 素 
的 集合 . 
II x; A X, x X, x x X, = I(x,,x,,"" x.) | x, 8 Xl < i= n| 
(1.16) 
FOR X ,X,,… X, BJ 48 FILER, ,简称 直 积 . 
特别 地 ,X, =X, =… = X. AX Bh mia 8 X' BI X" = X xX x -.-- x X. 
例如 , 实 平面 R° 是 实 直 线 的 二 维 直 积 ;三 维 实 空间 R 是 实 直 线 的 三 维 直 积 ， 


6 - 模糊 集 理论 与 方法 


也 是 二 维 实 平面 和 一 维 实 直 线 的 直 积 , 即 R° = R° x R. 
一 般 地 ,|X,},.7 是 一 集合 族 , 则 它们 的 直 积 记 为 
TIX. a I AT>U X, Vie T, fü) e X.| (1.17) 


定义 1.2.1 XEIRA, X 到 并 的 任何 一 个 映射 
人 一 (xx 
称 为 X 中 的 一 个 n 元 运算 . 
Eb, (1 ) 映 射 /:X 一 X ,x 一 A(x) 称 为 X 中 的 一 元 运算 ; 
(DREHS, (ay) >a) À xfy 称 为 X 中 的 二 元 运算 . 
例如 ,加 法 ,减法 ,乘法 是 整数 ,有 理 数 ,实数 和 复数 中 的 二 元 运算 ;除法 是 非 零 
有 理 数 , 非 零 实数 , 非 零 复合 中 的 二 元 运算 . 取 相 反 数 是 整数 ,有 理 数 ,实数 和 复数 
中 的 一 元 运算 ; 取 倒 数 是非 零 有 理 数 , 非 零 实数 , 非 零 复 数 中 的 一 元 运算 . 
又 如 集合 的 并 、 交 、 差 是 集合 宕 集 P(X) 中 的 二 元 运算 ; 取 余 是 P(X) 中 的 一 元 
算 


i 


定义 1.2.2 非 空 集合 XX 和 关上 的 m NER f. Si f, EAE A BE 545 Ph 4 
同 元 的 运算 ) 组 成 的 系统 称 为 一 个 代数 系统 , 记 为 (Xf ,fy，… Sa) 

例如 , 若 R 是 实数 集 , 则 (R, + ) ,(R, +,-, ) 是 代数 系统 . 

又 如 , 设 X 是 集合 , 则 (P(X) NA, U), (PX), U, NA, ) 是 代数 系统 . 

ES 12.3 设 (X,* ,o) 是 代数 系统 (其 中 * ,。 是 工 中 的 二 元 运算 ). 

(1)VxeX, 若 x*x=x, 则 称 * WERTE; 

(2) Vx,yYeX, 若 x*y=y*%, 则 称 * 满足 交换 律 ; 

(3)Vx,y,ze X.#F(x *y) *z=x* (y * z) , 则 称 * 满足 结合 律 ; 

(4) Vx,yeX, 若 xo(x*y) =x,x * (xoy) =x, MFR = 和 。 满 足 吸收 律 ; 

(5)V ,x,y,2EX, 若 x* (yz) = (x *y)e(x*z),(yez) *x=(y*x)e(z*x), 
则 称 * 对 。 满 足 分 配 律 ;前 者 称 为 左 分 配 律 ,后 者 称 为 右 分 配 律 ; 

(6)YxeX, 若 了 3e(le,) eXX, 使 ex*x=x(x*e,=x), 则 称 e,(e,) 为 X 中 * 的 左 
( 右 ) 单 位 元 ;车 。e 既是 左 单位 元 ,又 是 右 单位 元 , 则 称 e 是 X 中 * 的 单位 元 ; 

(7)YxeX, 若 了 j0.(0,) eX, 使 90,*x=90(x*9,=9,), 则 称 6,( 0.) 29 X P * É 
左 ( 右 ) 零 元 ; 若 0 既是 左 零 元 ,又 是 右 零 元 , 则 称 0 是 下 中 * 的 零 元 ; 

(8) 设 e 是 和 中 * 的 单位 元 , Vx e X, 8. 3y (y) eX, [E y, wx =e(x*y, =e), 
则 称 yD 38 X rh x £F <= 的 左 ( 右 ) 道 元 ; 若 y 即 是 * 的 左 逆 元 ,又 是 x 的 右 逆 
JE, MIER y Æ x 的 逆 元 , 记 为 x . 

例如 , 设 R 是 实数 集 , 则 在 (R, + ,: ) 中 ,“+” 和 “. ”都 有 交换 律 .结合 律 ,但 
TRPE ”对 “+” 有 分 配 律 ; + ”的 单位 元 是 0, Vxe R,x 关于 “+ ”的 逆 元 
B-r" ”的 单位 元 是 1, Vr e R, #40 时 ,x 关于“. ”的 逆 元 是 x ;而 R 中 
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又 如 无 是 集合 ,(P(Y) ,Un) 中 “U” 和 “mn" 都 有 寡 等 律 ,交换 律 ,吸收 律 , 
结合 律 ,而 且 相 互 之 间 有 分 配 律 “U "的 单位 元 是 名 ,“ "的 单位 元 是 X;“U ”的 
EHE X, N ”的 零 元 是 镍 ,VA e P(X) ,4z 名 ,4X, 则 4 关于 U” 和 “Mm” 均 无 

定理 1.2.1 设 (X,* ) 是 代数 系统 ,“* "是 二 元 运算 . 

(1) 若 ee, 分 别 是 “ < "的 左 单位 元 和 右 单位 元 , 则 有 e =e,Ae, 并 且 e 是 外 
中 “* ”的 唯一 单位 元 ; 

“(2) 若 0,,0, 分 别 是 “ * "的 左 零 元 和 右 零 元 , 则 有 0, = 0, A 0, E 0 Es X rh“ = ” 
的 唯一 零 元 ; 

(3) 若 “* ”是 X 中 可 结合 的 运算 ,e 是 该 运算 下 的 单位 元 , Vx e X, £ x 有 左 
逆 为 MAW y WA yny Ay, E y iE x ME AT. 

证 明 (1) 由 于 el =e *e =e, e=e =e, Xit eth E X pR, WJ 
e =eke'=e, 所 以 e 是 式 中 唯一 的 单位 元 . 

(2) 的 证 明 类 似 于 (1). 

(3) 因 为 yy = yi we=y *(x*y)=(yi*x)*y =e*y =y,W y=y=y,, BJ y 
E X P x HAT. 又 设 y' 也 是 x 的 逆 元 , 则 

y =y'*e=y *(xm*y)=(y'*#x)*y=e*y=y 
所 以 y 是 x 的 唯一 逆 元 . 

定理 1.2.2 R(X, * ) 是 代数 系统 ,"* "是 二 元 运算 ,e 和 0 分 别 是 单位 元 和 
零 元 ,车 车 至 少 有 两 个 元 素 , 则 e= 0. 

证 明 BRE e=0, N] YxreX, 88 x =x*e=x*ü0=0,EFE X PELAMAR 
盾 , 故 e 尖 6. 

定义 1.2.4 设 (X,* ) 是 代数 系统 ,“* ”是 二 元 运算 , VYx,y,ze 久 有 : 

(1) 若 x*y=x*z 且 x0, 则 YY =z; 

(2) 若 y*x=z*#x 且 xz¥0, 则 y=z. 

则 称 ”* ”满足 消去 律 , 其 中 (1) 称 为 左 消去 律 ,(2) 称 为 右 消去 律 . 

例如 集合 X 的 窜 集 P(X) 中 的 并 、 交 运算 不 满足 消去 律 ,但 对 称 差 运算 满足 消 

+Æ, YA,B,CeP(X),AUB=4AUC%B=C,ANB=ANC4B=C, {E 
AOB =AGC=B =C,BOA = COA=B = C. 

定义 1.2.5 W(X,*,,*,, yw) 和 (7Y, o, o... ww) 是 两 个 同型 代数 系 
统 ( 即 运算 的 个 数 相 等 且 对 应 运算 的 元 数 相同 ) r ER Pf: X— E: 

Vi(1<ism), 若 “*,” 和 ”。” 是 nn 元 运算 , 则 VYxi,x,,，… ,x, € X RE 

SE * i (KisKas x. )) = of(x1), Aaa) ,ee, f(x, )) (1.18) 
则 称 f 是 XX 到 了 的 同 态 映 射 ,也 称 代数 系统 (X, x* ,#2,…,，*。) 和 (Y, 0,%,…， 
s, ) 同 态 . 当 了 是 单 射 时 , 称 为 单 同 态 ; 当 了 /是 满 射 时 , 称 为 满 同 态 ; 当 f 是 双 射 时 , 称 
为 同 构 , 此 时 记 为 XY. 
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特别 地 ,(1) 若 “*” 和 “。” 是 一 元 运算 , 则 同 态 表达 式 (1.18) 记 为 :VxeX 


f(*%x) =° f(x) (1.19) 

(2) 若 " * ”和 ”。 是 二 元 运算 , 则 同 态 表 达 式 (1. 18) 记 为 :Vsxi ,x, e X 
Fsi *x,) = fx) o fx) (1.20) 
例 1.2.1 设 R 是 实数 集 ,R" 是 非 零 正 实数 集 ,代数 系统 (R*,，,，-1) 


(* "是 乘法 ," -1" 是 取 倒 数 ) 和 代数 系统 (R, +，- )(“ + "是 加 法 ,* -" 是 取 相 
反 数 ). 令 f:R* 一 R 为 Vxe R’ ? f(x) = Inx, 显 然 / 是 双 射 . 对 于 V x, , x, € R’ ? 


In(x, © z,) = Inx, +lnx,,B f(x, ° x,) =f(x,) +f(x,); X. V xe X,lnx `! = -lnx, 即 
f(x )= -f(x), 故 f 是 (R*,* ，-1) 到 (R, +,，-) 的 同 态 映 射 , 所 以 及 M R 同 
构 . 


定义 1.2.6 设 (X， ¥ 1， * 2 * ) 是 代数 系统 ,BCX, 若 B 对 * 1 9 六 2 
*。 都 是 封闭 的 , 则 称 (B,* |,*,,… ,<*。) 是 文 的 子 代数 系统 ,简称 子 代数 . 


§1.3 格 


1.3.1 偏 序 关 系 


定义 1.3.1 设 X,Y 是 两 个 非 空 集合 ,X 和 了 的 直 积 Xx 了 的 任何 一 个 子 集 都 
称 为 到 了 的 一 个 二 元 关系 ,简称 为 X 到 了 的 一 个 关系 , 记 为 R,S,…. 

对 于 xseX,yey 了 ,车 x 和 7y 有 关系 民 , 记 为 (xz,y) eR 或 xRy. 

一 般 地 t R E n EHAR X, x X, x… x X. 的 一 个 子 集 , 则 称 R 是 X),X,,…， 
X, 之 间 的 一 个 n 元 关系 . 车 x ,x,,… ,x, 有 关系 民 , 记 为 (xi,x;,… x.) e R. 

特别 地 ,X, = =… =X,=X, 称 RR 是 站 中 的 一 个 n 元 关系. 

下 面 我 们 主要 研究 二 元 关系 . 

YVxeX,(x,x)eR, H Vx,ye X,# x= y,(x,y) @ R, 则 称 R 是 X 中 的 恒 等 关 
系 , 记 为 人. ü X° = X x X $#u X: £. 

用 P(X x Y) &2& X AY BJ 8 2 1k , B X x Y HRR. E Re P(X x Y) , MJ R 
是 于 到 了 的 一 个 关系 . 由 于 关系 是 集合 ,所 以 关系 之 间 有 并 ZARAR. AR, Se 
P(XxY), 则 RUS,RNMS,R' 分 别 表示 关系 RR 和 5 的 并 、 交 和 R 的 余 关 系 . 

定义 1.3.2 X,Y,Z 是 非 空 集合 ,Re P(XxY),SeP(Yx2). 

(1) 关 系 RA1(y,x)1(x,y) eR) X R WEZ; 

(2) 关 系 ReS= | (x,z)1jyeY,(x,y) e R,(y,z) e S| A RAS 的 复合 关 
系 或 合成 关系 . 

特别 地 , 若 尺 是 天 中 的 关系 , 记 民 .及 = 民 ,RoeRoR=R oR=R’,…. 

定义 1.3.3 设 R 是 X 中 的 一 个 关系 ,车 尺 满足 : 

(DBR, YxeX,(x,x)eR, 即 由 CR; 
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(2) 反 对 称 性 ,Vx,yeX, 若 (zy) eR,(y,x) eR, 则 x=y, 即 RNR GH; 

(3) 传 递 性 ,Vx,y,ze RR, 若 (x,y) eR,(y,z) eR, 则 (%,z) e R , BD RCR. 

ARREO) MO), WE R E XPHMFXZ; 

若 尺 满足 (1) ,(2) 和 (3) , 则 称 尺 是 忆 中 的 偏 序 关 系 , 记 为 "三 ”; 称 (天 , 友 ) 为 
一 个 偏 序 集 . Vx,ye X, E x< y, XHB JD iO S y> <. 

定义 1.3.4 设 (X,<) 是 偏 序 集 ,车 “ <" 满足: Yx,yeX,xsy 5 ysx bA 
一 个 成 立 , 则 称 (X, < ) 是 全 序 集 或 线性 序 集 . 

例 1.3.1 Z X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9},R E: X 中 的 小 于 或 等 于 关系 , 则 
(X,R ) 是 偏 序 集 , 而 且 是 全 序 集 ; 若 R, 是 X 中 的 整除 关系 , 则 ( 庆 ,R,) 为 偏 序 集 , 但 
不 是 全 序 集 . 如 图 1. 1 所 示 . 


定义 1.3.5 设 (X,<) 是 偏 序 集 . 

(1) 若 3aeX,VxeX, 均 有 x<a, 则 称 a 是 X 的 最 大 元 ; 

(2) JbeX, YreX, 18 bax, NEK b Æ X 的 最 小 元 . 

一 般 地 , 偏 序 集 中 不 一 定 存 在 最 大 元 和 最 小 元 ,例如 ,X=(0,1) 在 小 于 或 等 于 
关系 下 无 最 大 元 和 最 小 元 . 但 是 偏 序 集 (X, < ) 中 车 存在 最 大 元 或 最 小 元 , 则 最 大 
元 和 最 小 元 是 唯一 的 . 事实 上 ,假若 a,b 均 为 X HRKI, M asb, bsa, HIJE 
性 a =b, 所 以 最 大 元 唯一 , 同 理 最 小 元 也 唯一 . 

通常 ,车 偏 序 集 (X, < ) 有 最 大 元 , 记 为 1; 若 偏 序 集 (X, < ) 有 最 小 元 , 记 为 0. 

定义 1.3.6 设 (X,<) 是 偏 序 集 . 

(1) 若 3aeX,YxeX, 若 a<x, 则 a=x, 则 称 a 为 X 的 极 大 元 ; 

(2) 若 35be 匀 ,YYxeX, 若 x 万 5, 则 65=x, 则 称 5 为 X 的 极 小 元 . 

显然 ,最 大 元 一 定 是 极 大 元 ,最 小 元 一 定 是 极 小 元 ,反之 不 一 定 . 

定义 1.3.7 设 (X,<<) 是 偏 序 集 ,4 CX. 

(1) 若 jaeX,YVxe4h 都 有 x<a, 则 称 a 为 4 的 一 个 上 界 ;4 的 上 界 集合 中 的 
最 小 元 称 为 4 的 最 小 上 界 或 上 确 界 , 记 为 sup4,V4 RV x; 


(2) 若 36eX,Vxeh4 都 有 b<x, 则 称 6 为 4 的 一 个 下 界 ;4 的 下 界 集合 中 的 
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最 大 元 称 为 4 的 最 大 下 界 或 下 确 界 , 记 为 inf4,A4 或 人 
注 : 若 4 有 上 确 界 或 下 确 界 , 上 确 界 和 下 确 界 是 唯一 的 ,但 它们 不 一 定 属于 A. 
特别 地 ,两 个 元 素 a,b 的 上 确 界 记 为 cVD ,下 确 界 记 为 AD 
定理 1.3.1 设 (X,<) 是 偏 序 集 , Ya,b,c,deX, 则 上 确 界 、 下 确 界 满足 : 
(l a<aVb,b<aVb;a Ab<a,a Nbsb; 
(2)a<b,=@aAb=aeaVb=b; 
(3)a=<b,c#d=aAcgbAd,a V esbV d. 
用 上 确 界 . 下 确 界 的 定义 容易 证 明 ,从 略 . 


1.3.2 格 


定义 13.8 设 (L,<) 是 偏 序 集 , 若 Yx,yeL, 均 有 xA 人 yelL,xVyel, 则 称 
(L, <) Æ. 

由 于 格 上 中 的 取 上 确 界 、 下 确 界 可 以 看 做 上 中 的 两 个 二 元 运算 ,所 以 格 是 一 个 
代数 系统 (L, A ,V ). 

定理 1.3.2 作为 代数 系统 的 格 (L, 人 , VME: 

(1) 乱 等 律 .VaeL,aAMa=a,aVa=a; 

(2) 交 换 律 :Ya,beL,aAb=bAa,aVb=bVa; 

(3) 吸 收 律 : Va,beL,aA(aVb)=a,a\V(aAb) =a; 

(4) 结 合 律 : Va,b,ceL,aA(bAc)=(aAb)Ac,aV (bVe) = (aVb) Ve. 

WA (1) 由 定理 1.3.1 知 aAaa; 又 aza, 则 a<aAa, 故 aAa=a, 同 理 

aVa=a. 

(2) 由 上 确 界 .下 确 界 的 定义 直接 可 得 . 

(3)H EJ 1.3.1 HJ, a A (a Vb)<a;X a<a,asaVb,ll aga A (a V b) , W 
aA(aVb) =a, 辣 理 aV (a Ab) = a. 

(4) 由 定理 1.3.1 知 ,aA(bAc)<a,aA(bAc)<bAcsb, 故 a 人 (bbAc)< 
aAb; 又 aA(5Ac) 和 Acsc, 则 acA(Ac) 三 (aeAD) Ae A, (a Ab) Acsah 
(5Ac), 所 以 aA(bAc) = (a Ab) Ac. 同 理 aV (b Ve) = (a Vb) V c. 

定理 1.3.3 设 (L, 人,V) 是 代数 系统 , 若 工 满足 :(1) 交 换 律 ,(2) 吸 收 律 ， 
(3) 结 合 律 , 则 在 荆 中 定义 关系 o 和 peaVvb=paAD=a), 则 (三 ) 是 格 . 

证 明 首先 证 明 宕 等 律 ,由 吸收 律 知 

aAa=aÀA(aV(aAb))=a, aVa=aV(aAÀ(aVb)) =a. 

ME (L, S) EFR. 

由 竹 等 律 aVa=a, 则 a<a, 即 满足 自 反 性 .车 a<6b,bs<a, 则 aV6=b,bVa= 
a, 由 交换 律 aV6b=bVa, 所 以 a =b, 即 满足 反对 称 性 . F asb, bsc, HM] a Vb =b, 
bVe=c,K aVce=aV(bVe) =(aVb) Ve=bVc=c, 芍 a<c, 即 满足 传递 性 ,所 以 
(Z,<) 是 偏 序 集 . 
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再 证 当 as6 时 ,aVb=b 与 aAb=a Hit EKE, aV b =b, M h ite 
aAb=aA(aVb) =a; 反 之 车 aA5b=a, 则 
aVb=(aAb)Vb=bV (bAa) =b. 
最 后 证 aV 5,a Ab 分别 是 a 和 六 的 上 确 界 、 下 确 界 . 
由 于 aV (aV56)=(aVa)Vb=aVb, 则 a<aV6b, 同 理 b<saVb, 故 aVb 是 a 
和 4 的 十 界 ; 又 设 c 也 是 a 和 5 的 上 界 , 则 (aV8b)Ve=aV(bVc)=aVe=c, 则 
aVbs<c, 故 aV6 是 a 和 45 的 上 确 界 , 同 理 证 a 和 人 6 是 a 和 4 的 下 确 界 ,所 以 (L, 志 ) 
是 格 . 
由 此 得 格 的 代数 系统 定义 . 
定义 1.3.9 设 (L, 和,V ) 是 代数 系统 , 若 二 元 运算 A M V "满足 :Ya,b， 
ce L. 
(1) 交 换 律 .aA5=bAa,aVb=bVce; 
(2) 了 吸收 律 :ceA(ecVp) =a,aV (a Ab) =a; 
(3) 结 合 律 :a A (bAc) = (a Ab)Ac,aV (bVe) =(aVb)Vce. 
则 称 工 是 格 . 
在 格 中 极 大 元 一 定 是 最 大 元 , 极 小 元 一 定 是 最 小 元 . 事实 上 , 设 a 是 上 中 的 极 
大 元 ,不 是 最 大 元 , 则 3 了 xzeszL,xz 近 a, 则 avVx 关 a, 又 ac 和 avVxeril), 放 aa<avVx, 这 与 
是 极 大 元 矛盾 ,所 以 a 是 了 的 最 大 元 . 极 小 元 的 情况 同 理 可 证 . 
定理 1.3.4 设 (L, 人,V ) 是 格 , 则 Va,b,ceL, 有 
(1) aA(bVe)> (a Ab) V (a Ac) (1.21) 
(2) aV(bAc)=<=(aVb)A(aVe) (1.22) 
证 明 只 证 (1) , 同 理 可 以 证 (2). 
(la Ab<xa,a Acg%a 88(aAb)V(aAc) <sa;X H a aAb<gb<sbVe,a Ac < 
e<bVef$(a Ab) V (a Ac) <b V c, % 
(aAb)V(aAc) <sa A(bV ce). 
定理 1.3.4 说 明 在 格 中 V 和 人 相互 不 满足 分 配 律 . 
若 oa 大 c, 则 由 式 (1.22) 得 
aV(bAc)<(aVb)Ac (1.23) 
称 为 模 不 等 式 . 
定义 1.3.10 设 / 是 含有 格 中 元 素 以 及 符号 = ,和 ,>, 人 和 YV 的 公式 , 令 广 
是 将 了 中 三 替换 为 己 , 关 替换 为 二, 人 替换 为 V , V 替换 为 人 所 得 到 的 公式 , 则 称 广 
是 f 的 对 偶 公式 . 
例如 , f 为 aA(bVe)aVe, 则 广 为 aV (b Ac) >a Ac. 
根据 偏 序 关系 的 性 质 不 难 证 明 格 的 对 偶 性 质 , 即 格 的 对 偶 原 理 . 
定理 1.3.5 设 / 是 含有 格 中 元 素 及 符号 = ,<<, 宇 ,和信 ,V 的 公式 ,车 /对 一 切 
格 为 真 , 则 /的 对 偶 公 式 f° 也 对 一 切 格 为 真 . 
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例如 ,对 一 切 格 Va,beL,a 人 6b<a 为 真 , 则 对 一 切 格 Va,beL,aVb>a 为 真 . 
由 此 应 用 格 的 对 偶 原理 ,在 证 明 格 的 性 质 时 ,只 须 证 明 两 个 对 偶 命 题 中 的 一 个 
命题 就 可 以 了 . 


1.3.3 子 格 及 格 同 态 


定义 1.3.11 设 (L,A,V ) 是 格 , 若 L 的 非 空子 集 5§ 关 于 和信 ,V 运算 封闭 , 即 
Vya,beS,aVbeS,aAbe5, 则 称 S E: L RJ T 3⁄4. 

EPL, < ) 的 子 集 5 中 ,虽然 S 的 偏 序 关系 是 由 上 的 偏 序 关系 诱导 的 ， 
E S 中 的 元 素 a,b 在 S 中 的 上 确 界 、 下 确 界 不 一 定 与 它们 在 上 中 的 上 确 界 、 下 确 界 
一 致 ,这 时 S 虽然 是 格 ,但 不 能 看 做 工 的 子 格 . 

例 1.3.2 设 格 L( 如 图 1.2 所 未 ),$ = {c,e,f,8g| 是 上 的 子 格 , 但 5, = |a,e， 
f,8| 不 是 上 的 子 格 ,因为 eAf=cg5,, 故 S, 不 是 上 的 子 格 . 


定义 1.3.12 设 (L,Al,Vi1) 和 (上 ,人 A,,V,) 是 格 , 映 射 p:L 一 LL 满足 :Va， 


beL,# 
(1) e(a A,b) =e(a) A,e(b) (1.24) 
(2) e(aV,b) =@(a)V,e(b) (1.25) 


满足 式 (1.24) 的 称 为 保 交 映射 ,满足 式 (1. 25) 的 称 为 保 并 映射 ,满足 式 (1.24) , 式 
(1. 25) 的 称 为 格 同 态 映 射 ; 简称 为 同 态 映 射 . 若 ç 是 单 射 , 称 为 单 同 态 ; 若 p 是 满 
射 , 称 为 满 同 态 ; 若 2 是 双 射 , 称 yp 是 同 构 映射 ,也 称 L, A L, 格 同 构 , 简 称 同 构 , 记 
为 L = L,. 

定理 1.3.6 É p ÆW (L , <,) A ( L, , < ,) BJ BR hh. 

(1) 若 op 是 保 并 ( 交 ) 映 射 , 则 p 是 保 序 上 映射 , 即 Ya,beL, 有 


a <S,b=e(a) £ olb) (1.26) 
(2)# p 是 双 射 , 则 o 是 同 构 上 映射 的 充 要 条 件 为 Va,be 工 ,有 
a bop(a) <,e(b) (1.27) 


注 :满足 式 (1.27) 的 双 射 p 称 为 序 同 构 . 
证 明 (1) 由 定理 1.3.1 知 ,o<0eavib=b ,又 六 是 同 态 足 射 , 则 e (b) = 


第 1 章 格 与 模糊 格 13 


e(aV,b)=@(a)V,e(b),#k pla) <,e(b) ,所 以 9 是 保 序 映射 . 

(2) 充 分 性 ,只 须 证 9 是 同 态 映 射 即 可 . 

S aV,b=c, M] asc, b Sc, PA e (a) <, (c), ọ (b) <,e (c), A m 
pla) Vag(b) ple) =e(aV,b). BAR, E pla) V,e(b) e L, 和 9 是 满 射 知 , 3 d 
eL, {#15 o(d) =e(a) V p(b), Am o(a) spd), p(b) sp(d) ,由 已 知 条 件 
# as d, bs d, AM aV bs d, HAER ela V, b) sold) =la) Vıp 
(5) ,所 以 ,p(aeVib) = p(a)V 29(5), 同 理 可 证 g(aA1b) =la) ApC). 

必要 性 ,由 (1) HAEA a <s,b=> e(a) <,e (5); 若 g(a) <,e (5), WJ 
e(a)V,e(b) =b). HTF o 是 同 构 映射 , 则 g(aV1b) =e(a) V.e(b) =e@(b), 
又 由 于 gp 是 双 射 , 必 有 aV1b=5, 从 而 a 万,6, 即 证 明了 e(a)<,e(b)=a=s,b. 

综 上 所 述 ,a< bep(a) 万 ,p(5). 

注意 ,定理 1.3.6 中 (1) 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 , 即 车 9 是 局 到 二 的 保 序 映射 ， 
RVA e E L, A L 的 同 态 映射 ,但 (2) 说 明 , 若 p 是 双 射 , 则 保 序 与 同 态 是 等 价 
的 , 即 序 同 构 与 格 同 构 等 价 . 

例 1.3.3 W L=la,b,c,d,el ,上 的 偏 序 图 如 图 1.3 所 示 , 则 (L, <) 是 格 . 令 
L'=|P(L), G}, M LER, MEJ p:L>L'H:VxeL,x—olx)=]|ylyeL,ys 
x}, H] pla) =L,o(b)=]|b,e}, ole) =ic,e},p(d) = {d,e}, ple) =e}, Yx,ye 
L,x=<y 时 ,显然 有 w(x) C e(y) BI e 是 格 L 到 的 保 序 映射 ,但 是 ,在 KZ 中 5bVe= 
aik ol(bVce) =p(a) =L, 而 pg(6) Ve(c) ={b,el V{c,e} =16,c,e) ,所 以 og(6V 
c) 关 9p(b)Ugp(c), 即 o PE LE L'H EARI. 


a 


1.3.4 格 的 直 积 


定义 1.3.13 BL, Ss) AL, <) ÆRTER, EX L x 瑟 中 的 序 关 系 为 : 
V(a,,a,),(b,,b,) E L, x L,. 
(a,,a,) < (b, ,b,)@a, <,b,,a, Sb, (1.28) 
则 (CL; x L, < ÆRTER, HAMT L M L, 的 直 积 . 
定理 1.3.7 BL, A Va MCL, 人,,V;) 是 格 , 则 VY (a,,a,), (b,b) e 
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L, xL,, 定 义 
(a ,a,) A (b,,b,) = (a, 人 ba Aabi) (1.29) 
(a,,a,) V (b,,b,) = (a, Vibia Vaba) (1.30) 
则 (Li x L,,A ,V ) 是 格 . 
事实 上 ,由 于 人 1,,V, MA, V 满足 交换 律 ,吸收 律 ,结合 律 , 则 容易 验证 人 、 
V 也 满足 交换 律 ,吸收 律 和 结合 律 , 所 以 (L, x L, A ,V ) 是 格 . 
定义 1.3.14 设 (L,Al,V,) 和 和 (L,, 人 A,,V;) 是 格 ,在 LxL, 中 由 式 (1.29) 
和 式 (1. 30) 定 义 运算 信和 V WCL, x L, , A, V ) 8 L, Au L, 的 直 积 . 
格 的 直 积 概念 很 容易 推广 到 nn 个 格 的 直 积 上 去 . 
定理 1.3.8 (L, <) AL, <.) Æ, Wi L, x L, 中 的 序 关系 与 式 
(1.28) 定 义 的 序 关 系 一 致 . 
证 阴 V (a, ,a,),(b ,b,) e L, xL, 
(a ,a,)<(b ,b,)e@ (a,,a,) V (b, ,b,) = (606,b) (a Vibia, V,b,) = 
(b,,b,)@a, Vib, =b, a, Vab, = ba b. ,a,<,;b, 
故 (al ,aa ) <(b ,b,) Oa <b ,a,<,b,. 


$1.4 模 格 与 分 配 格 


在 格 中 一 般 只 满足 分 配 不 等 式 式 (1.21) 和 式 (1.22) ,而 不 满足 分 配 律 . 
例 1.4.1 如 图 1.4 的 钻石 格 和 图 1.5 的 五 角 格 都 不 满足 分 配 律 . 


a a 
图 1.4 图 1.5 


在 图 1.4 中 ,6A(cVd)=bAe=b,(b5Ac)V(bAd)=aVe=a, 故 
bA(cVd)# (bAc) V (b Ad). 
在 图 1.5 中 ,cV(bAd)=cVa=c,(cVb)A(cVd)=eAd=d, 故 
cV (DAd) 关 (cvVb)ACcVda) 
定义 1.4.1 设 (L, 人 ,V ) 是 格 , 若 Va,b,ceL, 有 分 配 律 
a A (b Ve) = (a Ab) V (ce A o) (1.31) 
a V (b Ac) = (a V b) A (a V c) (1.32) 
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则 称 工 是 分 配 格 . 
定义 1.4.2 设 (L, 人,V ) 是 格 ,车 Ya,b,ceL,a<c 时 ,有 
aV(bAc)= (a VD) Ac (1.33) 
则 称 工 是 模 格 ,也 称 式 (1. 33 ) 为 模 律 . 
容易 验证 ,图 1.4 所 示 的 销 石 格 是 模 格 . 图 1.5 所 示 的 五 角 格 不 是 模 格 ,因为 
当 c<d 时 ,有 
c=eV (bAd)#(cVb) Ad= d. 
定理 1.4.1 分 配 格 是 模 格 . 
证 明 ”由 分 配 律 知 , Va,b,ceL,aV (bAc)=(aV5b)A(aVe), 若 a<c, 则 
aV (bAc)=(aVb)Ac 
所 以 工 是 模 格 . | 

定理 1.4.2 j L Ej W| L R SS46 WJ G LURRE L 12 8 F 6825 Bd 1.5 所 
示 的 五 角 格 同 构 . 

证 明 ”必要 性 ,假若 上 有 子 格 与 图 1.5 所 示 的 五 角 格 同 构 , 则 工 中 与 6,c,d 对 
应 的 元 素 不 满足 模 律 , 所 以 L 不 是 模 格 , 由 此 工 没有 与 图 1.5 所 示 的 五 角 格 同 构 的 
子 格 . l 

充分 性 ,假若 了 不 是 模 格 , 则 由 模 不 等 式 3a,5,c, eL, 当 a<c 时 ,有 

aV(bAc) <(a Vb) Ac 


今 x=aV(bAc), y=(aVb)Ac 
则 bAc<x<y<aVb, bAc<b<aVb 
而 且 xVb=(aV(bAc)Vb=aVb, yVb>xVb=aVb 


X y<aVb, Mj yVb<aVb FLA yVb =a Vb. 
yAb=((aVb)Ac)Ab=(aVb)AbAc=bAc 
xAb=yAb=bAc 

又 xx>5Ac, 则 *xApbEEpAc, 所 以 xAD=DAc. 
由 此 格 工 的 子 集 S= {5Ac,x,y,b,aV6| 关 于 人 ,VV 封闭 ,而 S( 见 图 1.6) 与 图 
1.5 所 示 的 五 角 格 则 构 . 从 而 与 假设 矛盾 ,所 以 了 是 模 格 . 
引 理 1.4.1 在 格 中 分 配 律 与 下 式 等 价 , Ya,b,ceL 有 
(aVb)A(bVe) A(cVa) < (a Ab) V (b Ac) V (c A a) 
(1.34) 
证 明 必要 性 , 设 世 有 分 配 律 , 则 
(aVb)A(bVe)A(cVa)=((aVb)A(bVe)Ac)V((aVb)A(bVe)Aa) 
=((aVb)Ac) V((bVe)Aa) 
=(aAc)V (bAc)V(bAa) V(cAa) 
=(aAb)V (bAc) V (cAa) 
充分 性 , 设 式 (1.34) 成 立 , 先 证 上 是 模 格 , 设 a<c, 则 式 (1.34) 中 
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aVb 


Am =laVb) A(bVe)Ac=(a\b) Ac 
Aim = (a Ab)V(bAc)Va=aV (bAc) 
即 ,aV (Ac) =(aVb) Ac, 故 工 是 模 格 , 令 式 (1.34) 的 右 端 为 上 , 左 端 为 
利用 模 律 
añu =aA((aAb)V (bAc)V(cAa)) 
=(((aAb)V (bAc))Aa) V(cAa) 
=(aAb)V(bAcAa) V(a Ac) 
=(aAb)V (a Ac) 
aAv =aA(aVb)A(bVe) A(cVa) 
=a A(bV e) 
由 w=v, 则 aAu,=aAv, 从 而 a 和 A (bVce)=(aAb)V (lanc), ARRIR, 
有 
aV(bAc) =(aVb)A(aVe) 
所 以 工 是 分 配 格 . 
定理 1.4.3 设 工 是 模 格 ,L 是 分 配 格 的 充分 必要 条 件 是 上 没有 子 格 与 图 1.4 
所 示 的 钻石 格 同 构 . 
证 明 必要 性 ,假若 二 有 子 格 与 图 1.4 所 示 的 钻石 格 同 构 , 则 工 中 与 图 1.4 中 
的 5,c,d 对 应 的 元 素 不 满足 分 配 律 ,所 以 工 不 是 分 配 格 ,与 条 件 矛 秆 ,所 以 工 没 有 
子 格 与 图 1.4 所 示 的 钻石 格 同 构 . 
充分 性 ,假若 工 不 是 分 配 格 , 则 由 分 配 不 等 式 和 引 理 1.4.1 HI. Va,b,ce L 有 
(aAb)V(bAc)V(cAa) < (aVb)A(bVe)A(cVa) 
I=(aAb)V(bAc)V (cAa) 
r=(aVb)A(bVe)A(cVa) 
x=(rAa)VI, y=(rAb)VI, z=(rAc)V1 
显然 ”lx,l<y,lsz,l<r. 
# r<x,Jl|xz=rVx=rV(rAa)ViI=rVi=r,5j r <x 28 W x=<r. 


> 
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同 理 证 y<r,z<r, 由 此 得 
I[<x<r, Igy<r, lgzer 
M sxVy =(rAa)VIV(rAb)V1 
=((aVb)A(bVe)A(cVoa)Aa)V((aVb)A(bVe)A(cVa)Ab) VI 
=(aA(bVc)) VIV (bA(aVe)) 
=(aA(bVe)V(aAb) V(bAc)V(cAa) V(bA(aVe)) 
=(aA(0Vec)V(bA(aVce) 
因为 a 入 (5bVc) 所 aAc, 则 由 模 律 得 
xVy=((aA(bVe)) Ve)A(aVe)=(bV (aA(bVe))A(aVe) 
因为 < (b V c) , 则 由 模 律 得 
xVy=(aVb)A(bVce)A(aVe) = 
同 理 证 ,xVz=r,yYVz=r. 由 于 1<r, 则 由 模 律 
x=lV(aAr)=(lVa)Ar. 
同 理 ,y= (IV b) Ar,z = (Ve) Ar, 可 以 验证 
xAy=xAz=yAz=1. 
所 以 S= {lx yz r RFA, VAR ZAA, m H. L 8 f 38 S( El 1.7) 与 
图 1.4 所 示 的 销 石 格 同 构 , 从 而 与 假设 矛盾 ,所 以 了 是 分 配 格 . 


r 


图 1.7 


推论 1.4.1 格 L 是 分 配 格 的 充分 必要 条 件 是 上 中 没有 子 格 与 图 1.4 和 图 1. 5 
所 示 的 钻石 格 和 五 角 格 同 构 . 

例 1.4.2 如 图 1.8 中 的 三 个 格 均 不 是 分 配 格 . 

(1) 中 全 有 与 钴 石 格 同 构 的 子 格 1a,b,c,d,el; 

(2) 中 含有 与 五 角 格 同 构 的 子 格 和 a,b,c,e, fl; 

(3) 中 含有 与 钻石 格 同 构 的 子 格 {a,6,c,e, fl. 

所 以 图 1.8 中 (1) ,(2),(3) 三 个 格 均 不 是 分 配 格 . 

推论 1.4.2 (1) 小 于 五 元 的 格 都 是 分 配 格 ，; 

(2) 任 何 一 条 链 ( 全 序 格 ) 都 是 分 配 格 . 

定理 1.4.4 设 L 是 格 , 则 工 是 分 配 格 的 充分 必要 条 件 是 Ya,b,c eL, 有 消 
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ú f 
e 
d e 
b d 
b c 
a a 
(1) (2) 
图 1.8 
去 律 
aAb=aAece, aVbl=aV cab=c (1.35) 
证 明 ”必要 性 


b =bV(bAa) =bV (aAb)=bV(aAc) = (bVa)A(bVe) 
=(aVb)A(bVe) =(aVe)A(bVe)=(aAb)Ve=(aÀAc)Ve=ce. 
充分 性 ,假若 工 不 是 分 配 格 , 则 由 推论 1.4.1 知 ,L 中 必 含 有 与 钻石 格 或 五 角 
格 同 构 的 子 格 , 设 志 中 含有 与 钻石 格 同 构 的 子 格 {a,b,c,d,el( 如 图 1.4), 则 
bAc=bAd=a,bVc=bVd=e, 但 cd, 与 已 知 条 件 蔬 盾 . 又 设 工 中 含有 与 五 角 格 
同 构 的 子 格 fa,5,c,d,el (如 图 1.5), 则 b5Ac=bAd=a,bVc=bVd=e, 但 czd， 
与 已 知 条 件 矛 盾 , 所 以 上 是 分 配 格 . 


$1.5 # R 格 


1.5.1 有 补 格 


定义 1.5.1 设 L 是 格 , 若 L 中 存在 最 大 元 1 , 简 记 为 1; 存 在 最 小 元 0,, 简 记 
为 0, 则 称 工 是 有 界 格 . 记 为 (L,A,V ,0,1). 
显然 ,有 限 格 一 定 是 有 界 格 , 若 工 = {a ,a,,… ,a,| WJ 
0=aAaA…Aa，1=aVaV…Va 
定理 1.5.1 设 (L, 作 ,V ,0,1) 是 有 界 格 , 则 上 满足 :Yae 上 ,有 : 


(1) 同 一 律 aAl=a, aV0=a (1.36) 
(2 ) 两 极 律 av1=1，aA0=0 (1.37) 
定理 的 结论 是 显然 的 . 


定义 1.5.2 设 (L,A,V,0,1) 是 有 界 格 , 若 VaeL,j6beL 使 得 
aAb=0, aVb=1 (1.38) 


第 1 章 格 与 模糊 格 19 


MER b 是 a 的 补 元 , 记 为 ,同样 e 也 是 e' 的 补 元 , 即 a 与 a 互补 , 称 式 (1.38) 为 
补 余 律 . 

在 有 界 格 中 ,最 大 元 1 和 最 小 元 0 互补 ,但 其 他 元 不 一 定 有 补 元 ,而 且 , 有 补 元 
也 不 一 定 唯一 . 例如 ,图 1.9 中 ,ec 无 补 元 ,而 d 有 两 个 补 元 5,e. 但 对 于 有 界 分 配 
格 ,如 果 某 元 有 补 元 , 则 补 元 一 定 唯 一 . 


图 1.9 


定理 1.5.2 设 (L, 人 ,V ,0,1) 是 有 界 分 配 格 , 则 Yeez, 若 a 有 补 元 a', 则 a 
是 a 的 唯一 补 元 . 

证 明 假若 beL 也 是 a 的 补 元 , 则 aAb5=0,aVb6=1,XaAa’=0,aVa’=1, 
故 aAb=ah 人 a',aVb=aVa', 由 消去 律 b6=a', 所 以 a 的 补 元 唯一 . 

定义 1.5.3 若 有 界 格 工 的 任何 元 都 有 补 元 , 则 称 工 是 有 补 格 . 

由 于 有 补 分 配 格 中 ,每 一 元 有 且 仅 有 一 个 补 元 ,所 以 有 补 分 配 格 中 求 补 可 以 看 
做 一 元 运算 . 

定理 1.5.3 有 补 分 配 格 满足 :Ya,bel 

(1 ) 对 偶 律 (aAb)'=a'Vb',(aVb)'=a' Ab' (1.39) 

(2) 对 合 律 (a')'=a (1.40) 

证 明 (1) (aAb)V(a'Vb')=(aVa'Vb')A(GbVa' Vb) =1AL=1 

(aAb)A(a' Vb) =(aAbAa')V(aAbAb)=0A0=0 

#e(aAb)'=a'Vb' ARE Vb) =a Nb. 

(2) 由 于 aceAa' =0,aVa'=1,ñ(a')' =a. 


1.5.2 布尔 格 


定义 1.5.4 有 补 分 配 格 称 为 布尔 格 ,或 称 为 布尔 代数 , 记 为 
(B,A,V,',0,1). 
由 此 ,布尔 格 满足 :(1) 条 等 律 ,(2) 交换 律 , (3) 吸 收 律 ,(4) 结 合 律 ,(5) 分 配 
律 ,(6) 同 一 律 ,(7) 两极 律 , (8) 对 偶 律 ,(9) 对 合 律 ,(10) 补 余 律 . 
例 1.5.1 设 式 是 集合 , 则 寡 集 格 (P(X) ,mn ,U,', 才 ,X) 是 布尔 格 , 称 为 集合 
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代数 . 
定义 1.5.5 设 (B,A,V,',0,1) 是 布尔 格 ,S5CB. 若 0,1e5, 且 5 对 运算 
“A”,“V”,“” 封 闭 , 则 称 S 是 B 的 子 布尔 格 . 
例 1.5.2 设 (B, 和 A,V,',0,1) 是 布尔 格 a,b5eB, 且 a <5, 则 
S=l|xlxeB,a=x=b| 
称 $ 为 有 中 的 区 间 , 记 为 [a,0]. 其 中 最 大 元 为 上 ,最 小 元 为 a. 不 难 验证 在 $ H, 
YxeS,x 关 于 最 大 元 5 和 最 小 元 4 的 补 元 为 y= (aVx’)Ab, 即 xAy=a,xVy=%， 
则 (S, A ,V ,',a,5) 是 布尔 格 .但 5 不 是 8 的 子 布尔 格 . 仅 当 a=0,6=1 时 ,5 才 是 
B 的 子 布尔 格 . 
定义 1.5.6 设 (B8,,A1,Vi1,',0,1) 和 (B,, 人 A,,V,, - ,09,1) 是 两 个 布尔 格 ， 
映射 p:B, 一 B, ,车 VYa,beB, 有 
e(aA,b) =p(a) A,(b) 
plaVib) =e@(a) V(b) 
e(a') =o(o) 
NIK o 是 B 2] B, 的 同 态 映射 ,简称 B, 和 B, 同 态 . # p 是 单 射 , 称 单 同 态 ; 若 ç 是 
满 射 , 称 满 同 态 ; 若 wp 是 双 射 , 称 同 构 ,此 时 记 为 B, = B,. 
定义 1.5.7 设 工 是 格 ,0sLaesL,aeF 关 0, 车 VELL 有 
0 < b < a>a = b (1.41) 
则 称 a 是 上 的 原子 . 
例如 ,图 1.9 中 ,a,b,c ERF. 
定理 1.5.4 设 L 是 格 ,Va,beLl 是 上 中 的 原子 , 若 azb, 则 aAb=0. 
证 阴 ”假若 a 人 5z0, 则 有 0<aAbsa 和 0<aAb<b, 由 于 a,b 是 原子 , 则 有 
aAb=a 和 aAb=6, 从 而 a=5 与 已 知 条 件 了 矛盾 , 故 aAb=0. 
定理 1.5.5 设 B 是 布尔 格 ,Va,beL, 则 
a < bea Ab = 0 (1.42) 
证 明 必要 性 , 设 a< b, ij a Ab = a,Bltk, 
aAb'=(aAb)Ab'=aAGbAb) =a A0 =0. 
yE, aAb'=0, N] 
a=aA1=aA(aAb')'=aA(a' Vb) =(aAa')V(aAÀAb)=aÀAb, 
Kasb. . 
定理 1.5.6 设 B 是 有 限 布尔 格 ,VxeB,xz0, 则 B 中 有 原子 4, 使 a<x. 
证 明 若 * 是 原子 , 则 结论 成 立 . 若 xx 不 是 原子 ,由 原子 定义 , 3xieB, 使 0 < 
x, <x,# x, 是 原子 , 则 结论 成 立 ; 若 x PERT, M Ix, eB, 使 0<x <x <x, H 
于 BB 有 限 ,B 中 不 可 能 出 现 单调 下 降 的 非 原子 序列 x > x, >x, >… >x, >… >0, 故 
B 中 存在 原子 a, 使 a 专 x. 
由 于 布尔 格 至 少 存在 一 个 非 零 元 1, 所 以 布尔 格 的 原子 集 非 空 , 记 为 S. 
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定理 1.5.7 设 B8 是 有 限 布尔 格 , VYxeB, 且 xz0, 则 存在 满足 a,x(i=1， 
2,…,n) 的 所 有 原子 集 S = ol ,oa ,ao ,使 *=ayVasV…Va,, 且 这 种 表示 方 
法 是 唯一 的 . 
W AWER =a Va Vee Van 
A y=a Va, Ve Va,, 则 ys<x, 假 车 yY<x, 则 由 定理 1.5.5 MAy +0, Hi 
定理 1. 5.6, 存 在 原子 ae 5,agx 人 Ay', 从 而 a 所 x,a<y', 由 ae 5S,, 得 a<y, 从 而 
as<syAy'=0, 与 是 原子 矛盾 , 故 y=x, 即 x=wVasV Va,. 
MERKA x =a,V a,V…V a, 唯一 . 
设 x=alVaV…Va,, 且 jaeS,,asx,a¥a(i=1,2,…,n), 则 
aMAx=aA\(alVasV…Va.,) =(añAa,)V(aAa,) Vo: V(aAa,)=0 
而 a 入 x=a, 则 a =0, 故 表示 方法 唯一 . 
推论 1.5.1 设 B 是 有 限 布 尔 子 格 ,S 是 B 的 原子 集 , 则 V5=1. 
.由 于 有 限 布尔 格 的 任意 元 都 可 以 用 原子 唯一 表示 ,所 以 也 称 有 限 布 尔格 为 原 
子 格 . 
定理 1.5.8 有 限 布尔 格 (B8, 作 ,V ,',0,1) 和 和 集 代数 (P(5),N,U,c,@ ,5S) 
同 构 . 其 中 5 是 B 中 的 所 有 原子 集 . 
证 明 令 g:8 一 P(S) 为 ,VYxeB 
@, x=0 
TORPE % 天 0 
其 中 4. = faeSla<xj. 
显然 ,gs 是 B 到 P(S) 的 双 射 . 
Vx,ye 8B, 假若 至 少 有 一 个 为 0 ,不妨 设 x=0, 则 
g(xAy) =g(0) =@ = GNe(y) =g(x) Ne(y) 
g(xVy) =g(y)=ØUg(y)=g(x)Ug(y) 
g(x') =g(1) =S=0@Q@:° =zg(sx)° 
故 同 态 条 件 满足 . 
其 次 , 设 xz¥0,yz0, 令 A, = la,,a,," a, ,4, = {61,6,,… b 1 , 则 
X=aVaV Va,, y=b Vb Ve Vb, 
由 此 
xAy= (a Va, V= Va) A (bi Vb Ve Vb,) = V V (a, Nb,) 
HE1 5. 4A, ab Rta Ab =0, 故 上 式 中 非 零 的 就 是 4.m4, 中 a, = b,B5 
元 , 故 
g(xAy) =A, QA, =g(x) Ne(y). 
mijk,zVy=a Va, Ve Va Vb Vb, V Vb, I 
g(x Vy) =A, UA, =g(x) Ug(y). 
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最 后 , 设 := V 4a, 由 推论 1.5.1 及 定理 1.5.4 知 xVz=1,x 人 z=0, 所 以 


x'=z, 故 g(x') =g(2) =A; = (g(x))°. 
由 此 同 态 条 件 满足 ,所 以 g 是 B 到 P(5) 的 同 构 映 射 , 即 Be P (S). 


1.5.3 HRK 


定义 1.5.8 设 (L,<) 是 偏 序 集 ,映射 ':L 一 上 满足 :Va,beLl,， 

(1) 对 合 对 应 (g ' )' =a; 

(2) 逆 序 对 应 , 若 

a < b=>b ' sa’ (1.43) 

则 称 ““” 是 工 中 的 逆序 对 合 对 应 ,简称 伪 补 . 

定理 1.5.9 RLE RATI 和 最 小 元 0 的 格 ,“" 是 上 中 的 伪 补 , 则 
(1) '=0,(0) '=1. 

证 明 VaeL, 则 a <<1, 从 而 (1)'<(a’)'=a, 即 YaelL,(1) ' <a, 
故 (1)' 是 最 小 元 , 即 (1) “=0, 同 理 证 (0) = 1. 

定理 1.5.10 i LER, O ELP PEA, MANERE: Va, beL, m 

(1) (aAb) '=a' Vb ' (1.44) 

(2) (aVby '=a' Ab ' (1.45) 

证 明 (1) 因 为 gcAb<a,aAbspb, 则 ac ' = (a Ab) ' ,b ' s< (a Ab) ,从 而 

a' Vb' <(aAÀAb)' 

由 aaVb,b<aVb 得 ,(aV6)' <a ',(aVb) ' 6 ', 则 (aV6b)' sa’ Ab’, F 
是 (a ' Vb ') ' s(a’) 'A(b ')'=a Ab, Am(aAb)'e((a 'Vb')')'=a' V b, 
所 以 (aeAD) =a VD 

同 理 可 证 (aV b)’ =a Ab. 

定义 1.5.9 有 伪 补 的 有 界 分 配 格 称 为 软 代数 . 

由 此 , 软 代数 满足 :(1) 宪 等 律 , (2) 交 换 律 ,(3) 吸 收 律 , (4) 结 合 律 , (5) 分 配 
律 ,(6) 同 一 律 , (7) 两 极 律 ,(8) 对 偶 律 ,(9) 对 合 律 . 

注意 , 软 代 数 不 满 足 补 余 律 . 如 果 软 代数 满足 补 余 律 a Aa '=0,aVa'=1, 则 
软 代数 变 为 布尔 代数 , 即 是 布尔 格 . 

例 1.5.3 ([0,1],A,V) 是 分 配 格 ,映射 :[0,1] 一 [0,1],o 一 1-a=a  ， 
由 于 Va,be[0,1]. 

(1) asb, M] b '=1-b<l1-a=a' 

(2)(a')'=(1-a)'=a. 
故 “'" 是 格 ([0,11, A ,V ) 中 的 伪 补 ,但 “'” 不 满足 补 余 律 , 即 当 azx0,1 BP. a Aa ' 
=a 人 (1-a)0,aVa'=aoV (1-a) 关 1, 所 以 , 格 ([0,1],A,V,') 是 软 代数 . 


; 
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81.6 理想 与 滤 子 


RA, s EMY, VaeceX, ACX, Ww 


tad lz e Xla < <x|] (1.46) 
1AA11alaecA|l (1.47) 
Ja À |z e XI x <S al (1.48) 
JAA 11alaeaA2l (1.49) 


定义 1.6.1 设 (X,<) 是 偏 序 集 , VACX,# A= 14, 则 称 4 为 上 集 ; 若 
A= 14, 则 称 4 为 下 集 . 

显然 , 偏 序 集 天 的 子 集 4 是 一 个 上 集 的 充分 必要 条 件 是 Vae4,be 针 , 若 a 万 
6, 则 5eAh;Ah 是 下 集 的 充分 必要 条 件 是 Vaeh,beX, 若 b<a, 则 be 4. 

定义 1.6.2 设 工 是 格 ,1 是 上 的 非 空子 集 , 苦 1 是 上 定向 集 , 即 Va,bel,aVb 
e 了 7, 则 称 7 为 上 的 理想 基 ; 车 1 是 的 理想 基 又 是 下 集 , 则 称 1 是 上 的 理想 . 

定义 1.6.3 设 工 是 格 ,下 是 天 的 非 空 子 集 , 若 眉 是 下 定向 集 , 即 Ya,bs 尺 ， 
a Abe F,MJE#gR F Æ LETE A F SE L WW f 35 X E F 3E MEK F Æ L 的 滤 子 . 

显然 , 格 上 的 理想 和 滤 子 是 上 的 子 格 . 

例 1.6.1 拓扑 空间 的 邻 域 系 (U(x) ,mn,U) 是 一 个 滤 子 . 

例 1.6.2 设 工 是 格 ,aez, 若 cz0, 则 ja 是 工 的 一 个 理想 , 称 为 a 生成 的 主 
理想 ;车 azx1, 则 1a 是 上 的 一 个 滤 子 , 称 为 a 生成 的 主 小子 . 

例 1.6.3 设 X 是 非 空 集合 ,L=P(X) ,geX, 令 下 是 包含 4 的 X 的 一 切 子 集 ， 
因为 YA4,B ef,A4MmBeF, 则 六 是 滤 子 基 ,F 又 是 上 和 集 ,所 以 是 滤 子 . 又 令 1 是 X 
的 一 切 不 包含 q 的 子 集 族 , 因 Y4,Be1,AUBe1, 故 1 是 理想 基 ,1 又 是 下 集 ,所 以 I 
是 理想 . 

定理 1.6.1 设 L 是 格 ,/ 是 的 非 空子 集 . 

(1)1 是 上 的 理想 当 且 仅 当 1 满足 :Va,beL 

aVbeleaelI, bel; 

(2) 车 1 是 上 的 子 格 , 则 1 是 工 的 理想 当 且 仅 当 7 满足 :Ya e1,6beL, 有 

aAbel. 

证 明 (1) 设 1 是 理想 , 则 1 是 下 集 , 若 aVbe1, 由 于 a<aVb,b<aV&b, 则 
ael,bel 义 若 ae1,be1, 由 于 1 是 上 定向 , 邮 aVbel, 即 aVbeloael,bel. 

设 1 满 足 :aVbelesael,bel 由 ael,bel=>aVbel1 知 1 是 上 定向 集 . 另 
外 , 若 ael1,beL, 且 ba, 而 aV6=ael, 则 be1, 即 1 是 下 集 ,所 以 1 是 理想 . 

(2) 设 1 是 上 的 子 格 , 若 1 是 上 的 理想 , 则 1 是 下 集 , 因 aA 人 bs<a, 则 aA 人 be17; 反 
之 , 若 1 满 足 :Yae1,belL, 有 aAbel, 则 VxeL,x<a,xAa=xel, 即 /是 下 集 ， 
又 1 是 子 格 , 则 Va,be1,aVbe1, 邑 1 是 上 定向 集 ,所 以 1 是 的 理想 . 
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定理 1.6.2 设 L 是 格 ,Ff 是 工 的 非 空子 集 . 
(1)F 是 L 的 滤 子 当 且 仅 当 F 满 足 :YVa,beF 
aAbeFeaeF, beF. 
(2) 若 是 L 的 子 格 , 则 下 是 上 的 滤 子 当 且 仅 当 所 满足 YaeF,beL, 有 
` aVberk. 


证 明 与 定理 1. 6. 1 类 似 ,从 略 . 

定理 1.6.3 设 工 是 格 , 则 工 的 任意 多 个 理想 ( 滤 子 ) 的 非 空 交 是 工 的 理想 ( 滤 
F). 

证 明 简 单 ,从 格 . 

定义 1.6.4 不 等 于 了 的 理想 ( 滤 子 ) 称 为 了 的 真理 想 ( 真 滤 子 ). 

显然 ,有 最 大 元 1 的 格 的 理想 是 真理 想 的 充分 必要 条 件 是 1 # 1; 有 最 小 元 0 
的 格 的 滤 子 下 是 真 滤 子 的 充分 必要 条 件 是 0 er. 

定理 1.6.4 格 荆 的 任何 理想 ( 滤 子 ) 都 是 主 理想 ( 主 滤 子 ) 的 充分 必要 条 件 是 
L 中 没有 无 限 长 的 升 链 ( 降 链 ). 

证 明 设 世 的 任意 理想 都 是 主 理想 , 若 a sasea S ELHA 
链 , 令 

I={xeLl da,x<a)} (i=1,2,.…) 

Pr ILY, KAE, Jael, I= Va 显然 1 包含 所 有 的 a;, 即 a;<a(i=1， 
2,…). 由 了 的 定义 知 ,存在 某 个 e, l asa, =a, = BD L PEERAA. 

设 工 中 无 无 限 升 链 ,7 是 了 的 任 一 理想 , 则 1 有 极 大 元 a( 否则 1 中 便 有 无 限 升 
链 ), 因 I 是 上 的 子 格 , 则 a 是 1 的 最 大 元 ,从 而 1= | a. 

同 理 证 主 滤 子 的 情况 . 

例 1.6.4 设 工 的 客 集 P(X),AC X E X 的 真子 集 , 所 有 与 4 不 相交 的 和 的 子 
RE P(X) KAR, HEERE | (X-A). 

定义 1.6.5 设 工 是 格 ,7 是 工 的 真理 想 , 若 7 满足 :Ya,5esL, 若 waAbe7 则 
ae 有 [或 be71 称 了 7 是 世 的 素 理想 . 

i F E LMM, FR :Va,b eL, aVbeF,laeF sk be F,#g F 
是 工 的 素 滤 子 . 

易 证 , 格 工 的 子 集 7 是 素 理想 当 且 仅 当 工 -7 了 是 二 的 素 滤 子 . 

定义 1.6.6 设 1 是 格 L 的 真理 想 ,车 真正 包含 1 的 理想 只 有 上 , 则 称 1 是 工 的 
极 大 理想 . 设 刁 是 格 工 的 真 滤 子 , 若 真正 包含 亚 的 滤 子 只 有 工 , 则 称 已 是 格 工 的 极 
大 滤 子 ,简称 超 滤 子 . 

定理 1.6.5 设 L 是 有 最 大 元 1 的 分 配 格 , 则 L 中 的 极 大 理想 均 为 素 理 想 ;对 
应 地 ,有 最 小 元 0 的 分 配 格 中 , 任 一 超 滤 子 均 为 素 滤 子 . 

证 明 设 1 是 上 的 极 大 理想 , Ya,beL, 若 aAbe1, 有 晶 a gg1, 现 证 bel, 令 

LIL = llaVelceel| 
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易 证 1 是 包含 上 和 ae 的 理想 ,由 于 1 是 极 大 理想 ,所 以 1, =L, 由 于 1eL=1,, 则 存 
在 del,aVd=1, 从 而 bVd=(bVd)A(aVd) =(aAb)Vdel 由 于 bbVd, 故 


bel 所 以 1 是 素 理想 . 
另 一 部 分 的 证 明 类 似 . 
在 布尔 格 中 有 更 好 的 结论 . 
定理 1.6.6 设 8 是 布尔 格 ,1 是 8 的 真理 想 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
(1)7 是 极 大 理想 ; 
(2)7 是 素 理想 ; 
(3)VaeB,aelsa' el. 
证 明 (1) 一 (2) 定 理 1.6.5 已 证 . 


(2) 寺 (3)YaeB, 由 于 aAa'=0el, 由 /是 素 理想 知 ,ae1 或 4a' el, ae 


1, 且 a' el1, 故 aVa'=1e1, 与 1 是 真理 想 耶 盾 , 所 以 a' gl 


(3) 一 (1) 设 本 是 真 包 合 了 的 理想 , 取 aeJ-1, 则 a' eIcJ, 因 此 aVa'= 


1eJ, 从 而 J=B, 所 以 1 是 极 大 理想 . 
定理 1.6.7 设 8 是 布尔 格 ,F 是 B 的 真 滤 子 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
(1) 下 是 极 大 滤 子 ; 
(2)F EKT; 
(3)VaeB,aeFea' eF. 


$1.7 完备 格 


定义 1.7.1 设 (L, < ) 是 偏 序 集 , 若 上 的 任意 子 集 4 都 有 上 确 界 和 下 确 界 , 即 


sup4 e L,infA e L, WFK L ERAY, ME sup4 = V A ,infA = A A. 

注 :(1) 完 备 格 是 格 ; 

(2) 完 备 格 有 最 大 元 1 和 最 小 元 0; 

(3) 在 完备 格 中 ,V @ =0,AG@-=1; 

(4) 在 完备 格 中 ,VY4,8CL, 有 
V (4UB)=(VA)V(VB) 
A(AUB)=(AA)A(AB). 

定义 1.7.2 设 L 是 完备 格 ,映射 ':L 一 LL 满足 :VY ia,lie T| CL, 有 


(1) (V,a) ‘= Aa; 
(2) (Aa,) '= Va 
te T teT 


则 称 上 映射 ”满足 强 对 偶 律 ( De Morgan 律 ). 
定理 1.7.1 设 ':L 一 上 是 完备 格 工 中 的 对 合 对 应 , 则 : 
(1) 两 条 强 对 偶 律 彼此 等 价 ; 


(1.50) 
(1.51) 
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(2) 上 映射 ':[- 并 是 完备 格 二 中 的 逆序 对 应 的 充分 必要 条 件 是 ”满足 强 对 侦 


律 . 
证 明 (1) 已 知 式 (1.50) 成 立 , 则 
(Aa) ECA Ca) ) "= (V aD)"= V a; 
故 式 (1. 51) 成 立 . 
同 理 可 以 由 式 (1.51) 推 出 式 (1.50). 
(2) 充 分 性 , 设 “” 满 足 对 偶 律 
车 a<6, 则 aV5b=6, 于 是 上 =(aV6)'=a' 人 8 , 故 b'<a', 所 以 “” 是 逆序 对 


必要 性 , 设 “'" 是 逆序 对 合 对 应 . 

VieT,a, < V aM V re T, (V) ' <a, (V a,) , s A.a,; X Vte T, 
ql 之 al 由 此 Vte7T,a,< (A al) ,从 而 Ves<(A a) NV a,) > 人 of 

所 以 ,(V, oa) ' = 人 ai ARE Aa) = Va;. 

推论 1.7.1 完备 格 中 伪 补 关于 入 ,V 满足 强 对 偶 律 . 

定义 1.7.3 É L, fl L, 是 完备 格 , f: L, — L, 是 映射 . 


(1) 若 VY4CL， f(VA)= V/(A) (1.52) 
则 称 f 是 强 保 并 上 映射; 

(2) 若 VACL， FONA) = Af(A) (1.53) 
则 称 f 是 强 保 交 映 射 . 


定理 1.7.2 (1) 设 f:Li 一 L, 是 强 保 并 映射 , 则 f(0,) = 0,; 

(2) 设 f:L, 一 L, 是 强 保 交 映射 , 则 (1,) =1. 

证 阴 (1) 因 为 VB) = Vf(@) ,#& f(0,) = V @ = 0,. 

(2) 因 为 FA 多) = AKC), 故 FL) = A @ = 1,. 

定义 1.7.4 L ML, 是 完备 格 , 若 存 在 双 射 /:L 一 L, ,是 强 保 并 和 强 保 交 
映射 , 则 称 / 是 同 构 映 射 , 此 时 称 L. A L, 同 构 , 记 为 L. L,. 

定理 1.7.3 RL AL EZER ESLL 是 双 射 , 是 同 构 映射 的 充分 
必要 条 件 是 和/' 都 是 保 序 映射 . | 

证 明 ”必要 性 ,因为 强 保 并 ( 交 ) 一 定 是 保 并 ( 交 ). 定理 1.3.6 已 证 ,在 双 射 条 
EF, / 保 并 、 保 交 的 充分 必要 条 件 是 asbof(a)<f(b) ,所 以 上 和 上 广 :都 是 保 序 映 
射 . 

充分 性 ,因为 /是 双 射 ,只 须 证 明了 是 强 保 并 映射 , 同 理 证 /是 强 保 交 映射 

因为 / 保 序 , 且 f(L) =L, HF OEL HEE, WAO) E L 的 最 小 元 , 故 
f(0,) = 0,, 即 证 明了 , /( V Ø) = V/( @). 

ACL,BA#Q@,VxeA# x< VA,M| f(x) <f( VA) BJ /( V4) 是 /(4) 在 
[中 的 上 界 , 设 5 是 /(4) 在 中 的 任意 一 个 上 界 , 则 VYf(x) ef(A), f(x) <b, hS 
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PERHE EF, RAEL 中 的 上 界 ,从 而 V4< 广 (5), 则 FAV4) < 
AT) =5, 所 以 A V A): f( A) # L, 中 的 上 确 界 , 即 /( V A) = VAA), ATS 
是 强 保 并 映射 . 

定义 1.7.5 设 L 是 完备 格 ,4CL, 若 YBC4,V Be4, 人 BEA, NFKA Ñ LM 
完备 子 格 . 

注意 , YB,AB 表示 B 的 上 确 界 、 下 确 界 是 在 格 上 中 取 . 


例 1.7.1 取 上 =[0,1] ,5 中 的 序 是 小 于 或 等 于 关系 , 则 A= |2 2] L h 


的 完备 于 格 ,而 如 = (0,1) ,C= ( 广 , 了 者 不 是 的 完备 子 格 


定义 1.7.6 ILe 是 一 族 偏 序 集 ,L = |] 工 是 它们 的 直 积 集 , Vf ,g e 

L, 定 义 
fs<zgeVitie T, fa) sgl) (1.54) 

N) LEMFRE, E LAFRIK] L er 的 直 积 . 

由 于 坦 积 [| 荆 中 的 偏 关系 是 由 各 坐标 的 偏 序 关系 定义 的 ,如 果 直 积 中 的 上 确 
界 .下 确 界 运算 也 是 通过 各 坐标 的 上 确 界 、 下 确 界 定义 , 则 与 定理 1.3.8 类 似 , 易 证 
由 上 确 界 下 确 界 确定 的 序 关 系 和 由 各 坐标 定义 的 序 关系 是 一 致 的 . 

定理 1.7.4 BIL) ,.r 是 一 族 完备 格 , 则 直 积 L = || LEEZAK. 

证 明 # VreT, J0) 是 的 最 小 元 , 则 /是 上 中 的 最 小 元 , 即 0 < L. 

VACL,#A = @,J VA =0 e L #ÀA= @,WJ V e 7, 记 
A, = If)! f e A| = Ø 

# fL fB, V A, = g(t), 则 g 是 4 在 LL 中 的 上 确 界 , 即 V4=gel. 

同 理 人 A4 eL. 

所 以 上 是 完备 格 . 

例 1.7.2 设 X 是 非 空 集合 ,5 = [0,1], B 

L = Ifl f:X— [0,1]} = TELAN 

WL, A, V) 是 完备 格 , 而 和 且 L 虐 中 的 最 大 元 /满足 :Vx eX, f(x) = 1;L 中 的 最 小 
元 g 满足 :Vx e X,g(x) = 0. 


$1.8 完全 分 配 格 


定义 1.8.1 设 工 是 完备 格 , Ya,a, e L,(t e 7), 有 : 
(1) a 人 (V a,) = V (a A a,) (1.55) 


28 模糊 集 理论 与 方法 
(2) a V (A.a,) = A(a V a,) (1.56) 
则 称 工 是 完备 的 无 穷 分 配 格 ,简称 无 穷 分 配 格 . 


定义 1.8.2 设 工 是 完备 格 ,Va; e L(i e Lj e J), : 
(1) ACN aí) = nA (Aao) (1.57) 


jeJ, 


(2) MCA a) = A „Y, wao) (1.58) 


则 称 工 是 完备 的 完全 分 配 格 ， 简称 完全 分 配 格 . | 
例 1.8.1 Ü XE4ES ES L = P(X) , 则 P(X) X n, U 满足 完全 分 配 律 ， 
(P(X), N, U) 是 完全 分 配 格 , 即 : 


(1) DY Ai) = „i Aaa) (1.59) 
(2) y, CO A) = ay (U Ana) (1.60) 


证 明 ”只 证 (1),(2) 的 证 明 类 似 . 
V x eN(U 4;)=Vi el,xe (U A= Vi e I, Jje Jx e A= Vie I, 


Jf e H J, SG) &j e Jis e Az 3f e H J, fGi) Ex E N A > 


xe U (N A,A). W 
se IL: iel 


ACU A) S U (N Ayo): 
ts T: iel 


iel jeJ; 


反之 ,Vx sD ) > df e HI J,,x eQ A, = jf e TI J, Viel, 
iel 


x € Ak Vi e I, Jf e JI J fGi) AÁ j e J.,x € A= V i e [,x eu 4 一 
16 7i 


x e nt U 4) t U, (YA) SACU AO, 所 以 式 (1.59) 成 立 


定义 1.8.3 设 L 是 格 ,Ya,b e 工 , 若 a <5, 则 存在 入 e 工 ,使 a < À < b, 
称 工 是 稠密 格 . 

定理 1.8.1 设 L 是 完备 的 稠密 格 ,Yb < 工 , 则 : 

(1) VlaeLla<b| =b (1.61) 

(2) AlaeLlb<al =b (1.62) 

证 明 显然 ?是 le e Lla <b| BP E.M] V la e Lla <b] <b, BES 
式 不 成 立 , 则 Jre L, V la e Lla <b| <r <b, ir < b #ll,r e la e 
Lla <b}, Br r< V la e Lla <b]| j V la e Lla <b]| <r, W V la 
e Lla <b = 4. 同 理 证 式 (1.62). 

例 1.8.2 设 L= [0,1], 则 (ZK, A, V) 是 稠密 的 完全 分 配 格 , 即 
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(1) ACV or) = A ,A to); 


2) V, A - A (V ). 
(2) C ay) Ae aki 


证 明 ”首先 上 = [0,1] 关于 小 于 或 等 于 关系 “< " 的 稠密 性 和 取 上 确 界 下 确 
界 的 完备 性 是 显然 的 . 

现在 证 明 (1),(2) 的 证 明 类 似 . 

Vf e [|3 HF i e LRAG) = jj) V a, > oo ,于 是 


vfe H. MV aj) > A ano 所 以 A GV 2) > je Ato) 


假若 等 式 不 成 立 , 则 由 [0,1] 的 稠密 性 , 3A < [0,1] 使 
ACV a) >À > V (Aaj) 
iel jel; fe TIa; iel 


由 左边 的 不 等 式 得 Vie I, V a > A, 故 Viel,3je Ji,ay >A, 取 fe HZ, 
ESO) =J, M Vie Lago > A.B A aso > A AT V, Ato) >) 5# 


RFA BARRY, M 
AGV, 25) = hh (A arp 小 


定理 1. 8.2 RIL) er 是 一 族 完全 分 配 格 , 则 它们 的 直 积 = II “也 是 完全 
分 配 格 . 
证 明 ”定理 1.7.4 已 证 L = [|L BEZEK. 


由 于 直 积 L = ] 本 的 若干 元 求 上 确 界 、 下 确 界 是 通过 它们 的 坐标 求 上 确 界 、 


下 确 界 实现 的 ,而 每 个 二 是 完全 分 配 格 , 即 
CACY a) = ( V (A ayo) 
iel jel; ‘eI iel 
所 以 工 是 完全 分 配 格 . 
例 1.8.3 设 X 是 非 空 集合 , 则 
L = [0,1]* = ifi f:X— [0,1]} 
是 完全 分 配 格 . 
定义 1.8.4 设 工 是 完备 格 ,a e L.A CL, 若 4 满足 : 
(1) VA = a; 
(2) BCL, VB =a, Ñ] Vx e A, Jy e Bx <y, 则 称 4 是 a 的 极 小 集 . 
若 4 满足 : 
(1) AÁ = ai 
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(2) 若 BCL,AB=a, 则 VYx e 4,3ye 8 使 y < x%, 则 称 A 是 a 的 极 大 集 . 

例 1.8.4 设 X 是 非 空 集合 ,L = P(X),E CX,Ez# 信 , 取 S, = | 1e}jlee E}, 
显然 Us [el = E', 则 5$, E: E' 的 一 个 极 小 集 . 

取 S, = |lel'le e E'],(E X) $Ñ A, tel’ = 5', 则 5, 是 EE' 的 一 


个 极 大 集 . 

例 1.8.5 设 X= [0,1],a e [0,1] A V [0,a) = a,W[0,a) Æ a 的 极 小 
集 ; 而 A (a,1] = a,M)(a,1] Ea 的 极 大 集 . 

定理 1.8.3 设 L 是 完备 格 ,Ya s L,a 的 任意 多 个 极 小 集 的 并 集 是 a 的 极 小 
集 , 称 为 a 的 最 大 极 小 集 , 记 为 B(a). a 的 任意 多 个 极 大 集 的 并 集 是 a 的 极 大 集 , 称 
为 a 的 最 大 极 大 集 , 记 为 ala). f 

证 明 设 A(i e J) 是 a 的 极 小 集 , 即 V 4, = a, 令 4 = U4;, 由 于 Vx e 4, 
J;e lx eA, Wesa, FEA VA<a, fB Vie 1,88 VA2>VA =a, W V À = 
a #BCL EBE VB=a,W Vx e A, 3; e 1,x € A. H TA, FE a BJ RE, Jye 
B, 使 x < y, ik A Æa 的 极 小 集 , 又 4 是 极 小 集 的 并 集 ,所 以 4 是 最 大 极 小 集 . 

同 理 可 证 极 大 集 的 情况 . 

定理 1.8.4 设 上 是 完备 格 , 则 上 是 完全 分 配 格 的 充分 必要 条 件 是 上 的 每 个 元 
都 有 极 小 集 和 极 大 集 . 

证 明 必要 性 ,Ya e L, 令 

B= IACLIVA=al 
HT V lal = a, ik £ # Ø, 
B= |Ajlie 1, A= {lalje JlGi e D 


4 = [ao 'fe J] 1) 


则 4 是 a 的 极 小 集 . 事实 上 , V 4 "W (A agn) = 人 (V a;) = 人 = a; 若 
e Ji iel iel iej; ie 


BCL, HVB=a, Ñ] J, e I,B = A, e £ jx e 4, 由 4 的 定义 ,3fe TY， 
使 


取 y = ar My eA =8B, 且 x<y, 所 以 4 是 wa 的 极 小 集 , 即 ae 的 极 小 集 存 在 . 若 令 
B= 1B, SCLINAB sal = ]B.liell 
其 中 B, = {blje J} Ger). 


同 理 可 证 有 = [V agg 17 s II] 是 。 的 极 大 集 ,所 以 完全 分 配 格 的 任意 
元 都 有 极 小 集 和 极 大 集 
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充分 性 , 设 上 的 每 个 元 都 有 极 小 集 , 记 
L= lla,liel,jedJ., 


yfe II J.M) ar <V, a; AT 
A Qi sAGV G;) 


所 以 “Y, CA, agn) < AGY, e). 
现 证 AGY, ay) < (A, no ) 


Wa = ACV a) , MI Viel, V a> a, h Fla) 是 a 的 极 小 集 , 故 Vx e 


Bla), 3a; Z x, BB Vi e I, 3j = fG(i) e J, Ëx < aza ,从 而 
和 人 ar < V (Asi 
* je YD /eI , CA to) 


由 于 x 是 Bp(a) 的 任意 元 ， 故 ， A A ann) Æ Bla) 的 上 界 . 由 于 Vi e 1, 


Var > x 则 a = ACY, oj) BC) 的 上 确 界 ,所 以 
a = AM < Y. (A) 


/el iel ? 


由 此 得 
A(Va)= V (Aa) 
ief jeji fe Il iel 
同 理 证 明 另 一 个 完全 分 配 律 
V(Aaj) = A (Va) 
se IT iel 


iel jeJ, 


所 以 上 是 完全 分 配 格 . 
81.9 ”完全 分 配 格 的 分 子 表 示 


定义 1.9.1 BLÆ, ael. 

(1)Vx,y e L, x Aysa x < a Eš y < a, 则 称 a 是 素 元 ; 
(2)Vx,y e L, x A y = a Ff x = a së y = a, 则 称 a 是 交 既 约 元 ; 
(3)Vx,y e L, a < x V yf a < x Ek a < y, N a ERRI; 
(4)Vx,yeL, 当 a = x V yh] a = x sk a = y, WEK a 是 并 既 约 元 . 
定理 1.9.1 设 工 是 分 配 格 , 则 : 

(1)a 是 素 元 当 且 仅 当 a EXMA; 

(2)a 是 余 素 元 当 且 仅 当 a PHRA. 

证 明 ”只 证 (1),(2) 的 证 明 类 似 . 

已 知 a 是 交 既 约 元 , 设 x A y < a, 由 分 配 律 得 
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a=aV(xKAy) = (evx)A(ayVy) 

由 于 a 是 交 既 约 元 , 则 a = a V x 或 a = a V yy, 那么 x =< a sy < a, 所 以 a 是 率 元 . 

反之 ,已 知 & 是 素 元 , 设 xAy =a, A y < a, 由 于 a 是 素 元 , 则 x < a 或 
y 夺 a, 又 由 x 人 y=a 得 a x 且 a < yy, 故 ,x = a 或 y = a, 所 以 a 是 交 既 约 元 . 

由 此 ,在 分 配 格 或 完全 分 配 格 中 , 素 元 等 价 于 交 既 约 元 ; 余 素 元 等 价 于 并 既 约 
元 . 以 下 我 们 常用 到 并 既 约 元 ,显然 最 小 元 是 并 既 约 元 . 

定义 1.9.2 设 工 是 格 , 称 格 上 中 的 非 零 并 既 约 元 为 分 子 . 

例 1.9.1 i X RES ES L = P(X) PHAR lx) 是 二 中 的 分 子 . 

例 1.9.2 设 X 是 非 空 集合 = [0,1] , 即 

L = 1flfX— 10,111 


À, t= %x 
< mafo = | 


> Ü x 
则 Vx e X,A e [0,11,x, 是 忆 中 的 分 子 . 

引 理 1.9.1 设 大 是 完全 分 配 格 ,ae(a) 是 a 的 最 大 极 大 集 , 若 5 eala), MA 
Ec e 上 ,使 c e a(a) H b e a(c). 

证 明 ”因为 a(a) 是 a 的 最 大 极 大 和 集 , 则 A a(la) =a,B VA = aliel 
EL,alA oi) = U o(a,) , 则 ala) =a(Aa(a)) =U {a(x)lx e a(a)] ,由 于 
b e a(a), 则 在 在 x = c,b e a(c), B c e a(a). 

推论 1.9.1 设 工 是 完全 分 配 格 ,a(a) 是 a 的 最 大 极 大 集 , 且 5 eala), MF 
在 co e L,fË c, eala), e a(c) ,cn ea(c)(k = 1,2,…) 且 1 e 
a(c )(n = 1,2,…)， 

引 理 1.9.2 设 过 是 完全 分 配 格 ,ae,5 e L. B be a(a), 则 工 中 存在 理想 1, 满 
B: 

(1)a e IC Jb; 

(2)L -IPERI c, BI Vx 8 L - I,c < x. 

证 明 (1) 设 o ,c :是 推论 1.9.1 所 述 , 令 7= U (de) ,显然 7 是 下 集 , 且 
7 是 上 定向 ,所 以 了 是 理想 ,再 由 推论 1.9.1,8 e a(c) ,n=1,2,…,n 知 c, < b, W 
ae IC |b. 

(2) re L-1,W|x] 是 过 -7 中 由 一 个 元 素 组 成 的 链 ,由 Kuratowski 引 理 知 ， 
在 偏 序 集中 每 个 链 都 包含 于 某 一 极 大 链 中 , 则 工 - PREUR lx) 的 极 大 链 9 , 令 
C = 人 9, 则 c 是 极 小 元 . 

现 证 c e LBE c e 1, 则 存在 ke N, 使 es Le, AY c < c, Bl Ae < e,, 
但 co e alc), Bic, < cm, 由 极 大 集 的 定义 ,存在 y e p, 使 y < co 那么 y e 
lea CLAS y e p 矛 盾 , 所 以 ec e L - I, B c E: L -1 的 极 小 元 . 

定理 1.9.2 设 工 是 完全 分 配 格 , 则 工 中 的 每 个 元 都 可 以 表示 为 分 子 的 并 . 
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WA ike e L,# e = 0, 则 在 分 子 集中 取 空 集 Ø, EA e = V @. 
# e 0, 
mle) = [z e LI xz < e,x 是 上 的 分 子 } 

显然 V zr(e) < e, WE V mle) 2 e. 

假若 V rle) 关 e, 令 a = V rr(e), 则 a 关 e, 故 e e a(a), 由 引 理 1.9.1 知 ,jb 
ea(a), 使 ee a(b), Ñb < e, 由 引 理 1.9.2 知 ,存在 理想 1, 使 4 e IC |b K% 
b <e, 则 e gg Jb,e #1, 则 e e 上 工 - 工 又 由 引 理 1.9.2 知 ,L -I 中 存在 极 小 元 c < 
e, 现 证 c 是 分 子 . 

因为 0 el, ice 上 -71, 则 c 关 0, 同 时 c 是 并 既 约 元 . 事实 上 ,假若 “不 是 并 既 
约 元 , 则 有 x,y, 当 x V y =c 时 ,c 关 x,c 关 7. 这 时 x < c,y < c, 由 于 c 是 LL-1 的 
极 小 元 , 则 x e 1,y e 7, 这样 c=xVye1 与 ce 上 -1 矛盾 ,所 以 c 是 并 既 约 元 ， 
即 c 是 分 子 . 

由 于 c < e,c e mn(e), 从 而 c < 4, 又 a e 1, 由 于 理想 1 是 下 集 , 则 c es 1. X 5 
c Ee 工 -7 了 矛盾 ,所 以 V nle) >e, AT V zm(e) = e. 

设 工 是 完全 分 配 格 , 令 

M(L) À {xe Llx 是 上 的 分 子 | 
m(x) À {iye M(L)I y < x| 
Va e L,B(a) 是 a 的 最 大 极 小 集 , 令 
B'(a) AU {n(x)l x e B(a)| 

由 于 B(a) 的 每 个 元 x 都 可 以 表示 为 r(x) 的 并 , 易 证 8`(a) 也 是 a 的 极 小 集 ， 
BI V 8 ' (a) = a,#K B` (a) 为 a 的 标准 极 小 集 . 

由 此 ,完全 分 配 格 中 的 每 个 元 a 都 有 一 个 由 分 子 组 成 的 标准 极 小 集 B" (a) ,使 

a=VB (a). 

由 于 完全 分 配 格 中 的 每 个 元 都 可 以 表示 为 者 干 个 分 子 的 并 ,所 以 王国 俊 教授 
把 完全 分 配 格 称 为 分 子 格 . 

定义 1.9.3 有 伪 补 的 完全 分 配 格 称 为 模糊 格 ,简称 为 FR. 

由 于 完全 分 配 格 中 的 伪 补 对 A 和 V 有 强 对 偶 律 ,所 以 模糊 格 中 有 强 对 偶 律 . 

例 1.9.3 在 完全 分 配 格 ([0,1], A, V) 中 定义 伪 补 ':[0,1] 一 [0,1] 为 
Va e [0,1],a =1-a, 则 ([0,1],， A, V ,') 是 模糊 格 . | 

定理 1.9.3 RIL ern E- KRR, WEHR L = H L RBIH. 


#rhL = J] 的 伪 补 定义 为 每 个 坐标 的 伪 补 , 即 Va e Laha = [ar 
证 明 ”由 于 完全 分 配 格 的 直 积 也 是 完全 分 配 格 ,所 以 L = [] L, 是 完 分 全 配 


格 ,又 工 中 的 伪 补 是 按 坐标 取 伪 补 定义 的 ,显然 它 也 是 工 中 的 伪 补 ,所 以 上 = TEE 
是 模糊 格 . 
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例 1.9.4 设 X 是 非 空 集合 ,在 L=[0,1]" 中 定义 伪 补 “'” 为 : VeL, eX. 
Fx)’ =1 -f(x) 
则 (ZL, A ,V ，) 是 模糊 格 . 
在 第 2 章 中 ,我 们 将 介绍 ,L = [0,1]" 就 是 XX 上 的 模糊 集 全 体 ,所 以 X 的 全 体 
模糊 集 关于 人 、V 及 伪 补 "构成 的 代数 系统 ([0,1]”, A V, O ERM. 


习 题 1 


1. R X= a,b,c] , 写 出 了 的 短 集 P(X). 
2. 判断 下 列 关 系 是 否 正 确 : 
A=|A}; Ac141; @CS1Q@1]; Ø=]; @el1l0@11. 
3. RAA, e P(X)(te T) ,证 明 : 
(DAU(NMA) = (AUA); (2)4n(U4) = U(ANA,); 
(3) (NMA)'= UA;; (4) (UA) = QA 
4. 设 f:X— Y , uE BH : 
(1)VACX,ACf (f(A4)); (2)VBCY,BO/(f '!(B)). 
5. 设 六 4 一 了 ,证 明 下 列 条 件 等 价 : 
(1)j 是 单 射 ; 
(2) VA,BCX, ANB) =f(A) n/(B); 
(3)VACX,A=f'(/(A)); 
(4)VACX, (X-A) =f(X) -/(A). 
6. W f:X—Y,1A,] ,.r 是 和 的 子 集 族 , 证 明 : 
(1)/CUA,) = U /(A,); (2)/( QA,) E ASA). 
7. 设 f:.X 一 了 ,1B,1,.r 是 Y 的 子 集 族 , 证 明 : 
(Df CUB.) = Uf (B,); (IF (CnB,) = Nf (B,). 
8. 设 (L, < ) 是 格 , Va,b,ceL, 证 明 : 
aV(bAc)<(aVb)A(aVe), 
aA(bVce)>(aAb)V((aÀAc); 

(3)a<=ceaV (bAc) <(aVb)AceaA(bVe)>(a Ab) Ve. 

9. 设 (Z,V,A,1,0,1) 是 布尔 格 , 若 Va,BsZL, 有 auVB=1l,aA6B=0, 证 明 
B=a.. 
10. 在 代数 系统 ([0,1],V , 八 ,',) 中 ,Ya,a,(te7T) eL, 证 明 : 
(l)aV (Ae) = NAN(aVa); (2)aA (Væ) =V Caha); 
(3)(Ve,)' = 人 ai; (4)(Aa) = V a;. 

11. 设 节 是 稠密 的 完备 格 ,证 明 V ge L,#8 : 


(1)b<c=aAb=aAc,aVb=gsaVe; (2) 
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(1)V {ala <ß} =p; (2) A fala >ß} =£. 
12. 在 完备 格 中 WH Aa = V laia<a (teT)}. 
13. 设 “'” 是 完备 格 上 上 的 伪 补 ,证 明 {a,lie TI CL, 有 : 


(Va) = Ne (2)(CAe) = Ve 
14. 设 X 是 集合 ,(L, < INFA i é= 1AlA:X—L] ,证 明 : 
(1) 车 上 是 格 , 则 是 格 ; 


(2) 若 工 是 布尔 格 , 则 是 布尔 格 . 

15. 设 f:L 一 [是 序 同 态 映射 ,证 明 : 

G) A) =1, 广 (0) =0; (2) VBeL,,f '(8)= VlaeLl/(a)<Bl; 
GIAN æ) = V fo); (DCA BD) = Af'(8.). 

其 中 ,L ,L 是 完备 格 ,0,1 分 别 是 L. ,L, 中 的 最 大 元 和 最 小 元 
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第 2 章 模糊 集 的 基本 理论 


8$2.1 模糊 集 及 其 运算 


设 X 是 论 域 ,4 是 的 子 集 ,4 可 以 用 特征 函数 表示 , 即 映 射 A: X-10,11, 

Vxe X 
A(x) = 全 x @ À 
1, xé 4 

X 的 子 集 和 子 集 的 特征 函数 一 一 对 应 ， 

对 于 论 域 上 的 一 个 模糊 概念 ,确定 了 XX 上 的 一 个 模糊 子 集 4, 对 于 任意 的 
xeXX,x 和 4 之 间 不 是 绝对 属于 或 绝对 不 属于 的 关系 . 为 了 表示 x 属于 4 的 程度 ， 
我 们 用 [0,1] 中 一 个 数值 来 表示 ,所 以 论 域 X 上 的 一 个 模糊 子 集 可 以 用 XX 到 [0,1] 
的 一 个 映射 来 描述 . 

定义 2.1.1 设 X 是 论 域 ,映射 4:X->[0,1] 称 为 X 的 一 个 模糊 子 集 ,简称 为 
F 集 ,映射 4 称 为 集 4 的 隶属 函数 ,4(x) 称 为 x 关于 4 的 隶属 度 . 

论 域 X” 上 的 所 及 集 记 为 F(X) ,显然 P(X) CF(X). 

论 域 X 上 的 集 有 下 列表 示 法 : 

(1)4 = {(x,A(x)) lx eX}; 

(2) # X = |x, "t xz | BA À (Afa) Alx), A(x,)); 


(2.1) 


(3) # X = {x X, 7 X. 记 4 Á > Ax) Zx; 
i=l 


(4) E X ERITAR, WAA KOLS 


52.1.1 设 X=[0,100] 表 示 年 龄 论 域 ,Zadeh 给 出 了 年 轻 人 “Y” 和 年 老 “0” 
两 个 下 集 的 隶属 函数 . 


1 1 < x < 25 
Y(x) = n (SBT 25 < x < 100 
0, 0 < x < 50 


O(x) = [n T 50 < x < 100 
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定义 2.1.2 设 4,BeF(X). 
(1) 若 VxeX,4(x) 万 8(x), 则 称 4 包含 于 B, 或 BB 包含 4, 记 为 4CB, 或 


B2A; 


(2) 若 VxeX,4(x) = B(x) , 则 称 4 # B HF, WA A =B. 
显然 ,4=Be>ACB 有 BCA. 

VxzeX,@(x) =0,X(x) =1. 

由 此 , (F(X), ) 是 具有 最 小 元 儿 和 最 大 元 X 的 偏 序 集 . 
定义 2.1.3 设 4,BeF(X) ,定义 并 、 交 、 余 运算 如 下 : 


(1) (AUB)(x) =A(x) V B(x) (2.2) 
(2) (AnB)(x) =A(x) A B(x) (2.3) 
(3) A'(x) =1 -A(x) (2.4) 


分 别称 AUB ANB 为 4 和 8B 的 并 集 、 交 集 ; 称 4' 为 4 的 余 集 . 如 图 2.1~ 图 2.3 所 


7N. 


O 


oO O 
图 2.1 图 2.2 图 2.3 


设 T 是 指标 集 ,4,e F(X) (t e T) ,定义 无 限 并 、 无 限 交 如 下 


(U4) (x) = V A,(a) (2.5) 
(mn4)(z) = AA (a) (2.6) 


定理 2.1.1 设 4,B,CeF(X), 则 并 、 交 .、 余 运算 满足 下 列 性 质 : 
(1) 赛 等 律 AUA =4,4mn4 = A; 
(2) 交 换 律 A4UB=BUA,ANB=BNMA4; 
(3) 结 合 律 (4UB)UC=AU(BUC),(4NB)NC=AN(BNC); 
(4) 吸 收 律 4U(4mB) =4,AN(4UB) =4; 
(5) 分 配 律 4U (BMC) =(AUB)n(AUC), 
An(puc) =(ANB)U(ANC); 
(6) 同 一 律 4U@ =4,4NX=A4; 
(7) 两 极 律 AUX=X,AN@ =Ø; 
(8) 对 合 律 (4')'=4; 
(9) 对 偶 律 (4UB)’=4’NB’,(4mB)'=A'UB'. 
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证 明 简单 ,从 略 . 
FERWER, AUA ZX, ANA @. 
Hi 2.1.2 B X=[0,1],A(x) =x, M] A’ (x)=1-x, H 


x 
A 


R 
V 
| 一 n|- bb| 一 v|= 


x, 


1 —- x, 
(A Ü A') (x) -| 


(ANA')(x) = 


— 
x= 8 
i ` 

= 
R R 
v IA 


BUL. AUA X.An A Z Ø. 
设 AeF(X), 即 4: X—>[0,1], LU Ae [0,1]. N VA,Be F(X),xe X 
(AUB)(x) =A(x) V B(x) 

(4nB)(z) =A(x) A B(x) 

A'(x) =1 -A(x) 

即 代数 系统 (F(X) ,mn,U，) 中 的 运算 分 别 是 由 代数 系统 ([0,1] ,和 A,V，) 中 的 
相应 运算 定义 的 , 易 证 F(E) 关 [0,1]7 ,所 以 (FE) ,nn,U，) 是 一 个 具有 伪 补 的 

完全 分 配 格 , 即 模糊 格 . 


§2.2 模糊 集 的 模 运算 


定义 2.2.1 上 映射 A:[0,1】 一 [0,1] 称 为 三 角 模 ,如 果 A 满 足 :Va,5,c,de 
[0,1]. 

(1) 交 换 律 :A(a,6) = A(b,a); 

(2) 结 合 律 :A(A(a,b),c) = Al(a,A(b,c)); 

(3) 单 调 性 :a<c,b<d, 则 A (a,b) S A(c,d); 

(4)A(0,0) =0,A(1,1) =1. 

若 三 角 模 A 还 满足 :A(ac,1) =a, 则 称 A 为 了 模 , 记 为 了 ; 

若 三 角 模 A 还 满足 :A(0,a) =a, MRAK SR, WA S. 

例 2.2.1 (1) 下 列 五 种 运算 是 了 模 


a, b=1 
T/(a,b) =1b, a=1 

0, 其 他 
T,(a,b) =a Ab 


T (a,b) =ab 
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ne = TF 
T.(a,b) =0V(a+b-1) 
(2) 下 列 五 种 运算 是 S 模 
b, a=0 
So(a,b) =la, b=0 
1, 其 他 


S,(a,b) =a Vb 
S (a,b) =a +b -ab 


+b 
S,(a,b) = ab 


S.(a,b) =1A(a +b). 
例 2.2.2 VAP>0,# X 


(A) _ ab 
T (a,b) = HH Oar Cab) 
S™ (a,b) _atb+t(À -2 )ab 


1+(AÀA-l)ab 
TO H SUAE TRA S 模 . 
特别 地 , 当 A =1 时 ,7 = T SU =S, 
X A =2 时 ,TY = T, S = S,. 
定理 2.2.1 三 角 模 之 间 满 足下 列 关系 
Ti sT, ST, ST <T < <S Es SES sS,'. 
证 明 简 单 ,从 咯 . 
记 
DT) =17I7 是 了 模 } 
(S) = {SIS E SE]. 
定理 2.2.2 三 角 模 有 如 下 性 质 : 
(1) VTe 97T), 有 T's<T<T,; 
(2)VSe2%(S),#8 S <S=<S/; 
(3) VTe %XT) ,7 满足 者 等 律 人 7 = T, ; 
(4) V Se ZS) ,S MERTES =S, 
证 明 (1) 因 为 VTe 殉 7) ,7(a,1) =a, 而 
a, b=1 
T/(a,b) =1b, a=1 
0, 其 他 
MM T< T. 
由 于 7 的 单调 性 T(a b)<T(a,1) =a,T(a,b) < T(1,b) =b, FRL T(a,b) < 
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a Ab, 
T(a,b)<a Ab, 
即 T< T,, Mm T; = T s=: T,. 
同 理 证 明 (2). 
(3 ) 充 分 性 显然 . 设 了 满足 宕 等 律 ED T(a,a) =a, 则 
T,(a,b) =aAb=T(aAb,aAb)s<T(a,b) <T (a,b) 


从 而 T = T,. 

同 理 证 明 (4). 

定义 2.2.2 Vae[0,1],a =1-a 是 a 的 伪 补 , 若 Te 2( T) ,Se 名 (5) 满 
足 : 

(1) (T(a,b))'=S(a',b') (2.7) 

(2) (S(a,b))'=T(a',b') (2.8) 
则 称 了 和 S 是 对 偶 模 . 

不 难 验 证 ,Te 与 56,7 与 S, ,T, 与 9 ,7T。 与 9。 是 四 对 对 偶 模 . 

定义 2.2.3 设 T 和 5 是 一 对 对 偶 模 ,V4,BeF(X), 称 : 

(1) (AUB)(x) =S(A(x),B(x)) (2.9) 
是 4 和 8B 的 模 并 ; 

(2) (AMB)(x) =T(A(x) ,B(x)) (2. 10) 
是 4 和 有 的 模 交 ; 

(3) A'(x) =1 -A(x) (2.11) 
是 4 的 补 . 


定理 2.2.3 五 集 的 模 运 算 满足 下 列 性 质 . 
(12222 AUB sBUA,AmB = BrA; 
(2) 结 合 律 (4UB)WC=AW (BYUC)， 
(AmB)mC=Am(BmC); 
(3) 同 一 律 An X< A,A Ø =A; 
(4) 两 极 律 AUX =X, AND =Ø; 
(5) 对 合 律 (4) = A; 
(6)XH#R(AGU B)'=A'rmB', 
(AMB)'=A'WB'; 
(7)AmBCA,AmBGB, 
ACAUB,.,BCAUB; 
(8)@' =X, X =Ø. 
HE BA fa SL. MA Bë. 
H EREH 2. 2.3, SARDER ERSE, ,吸收 律 ,分 配 律 和 补 余 律 ,所 以 
RARAC), A, U, PER. 
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例 2.2.3 由 例 2.2.1 中 的 四 对 模 运算 可 以 定义 下 列 常用 的 四 对 下 运算 : 


(1)H T,(a,b) =a Ab,S,(a,b) =a Vb 定义 
(AnB)(x) =T,(A(x),B(x)) =A(x)AB(x) 
(AUB)(x) =S,(A(x),B(x)) =A(x) VB(x). 
(2)H T,(a,b) =ab,S (a,b) =a +b —ab 定义 
(AAB)(x) =T,(A(x),B(x)) =A(x)B(x) 
《44B)(x) =S, (A(x),B(x)) =A(x) +B(x) - A(x)B(x). 
(3) 由 mi(e,b) = 


a+b N 


1 ap EX 


A(x)B(x) 
1+(1-A(x))(1 -B(x)) 


S,(a,b) = 


ab 
1+(1-a)(1-)b)' 


(AEB)(x) =T,(A(x),B(x)) = 


(AEB) (x) =S,(A(x) ,B(x)) OLO 


(4) H Ta (a,b) =0V(a+b-1),S (a,b) =1A(a+b) €X 
(AOB) (x) =T. (A(x),B(x)) =OV (A(x) +B(x) -1) 
(A®B) (x) =S. (A(x) ,B(x)) =1A (A(x) +B(x)). 
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集合 的 以 上 模 运 算是 经 典 集合 的 并 、 交 运算 的 推广 , 若 正 集合 退化 为 经 典 集 


合 , 则 $ 模 运算 就 是 并 运算 ,了 模 运 算 就 是 交 运 算 , 伪 补 运 算 就 是 补 运算 . 
$2.3 模糊 集 的 分 解 定理 


定义 2.3.1 WAeF(X),VAe[0,1] 


(1) A = {xe lA(x)>A]! 
称 为 4 的 和 A 截 集 . 

(2) A, = {xeXIA(x) >A} 
称 为 4 的 和 强 截 集 . 

特别 地 : 

(1) A, =|xeXl4(x) =1| 
称 为 4 的 核 , 记 为 Ker4. 

(2) A, = |xe XIA(x) >0} 


称 为 4 的 支 集 , 记 为 Supp4. 
显然 ,(1)4, CX,A, CX,A, CA,. 
(2) 当 A <p 时 ,4, CA, ,4, CA. ,4, Ch,. 
定理 2.3.1 设 4,BeF(X),Ae[0,1], 则 : 
(1) (AUB), =4, UB, 
(2) (ANB), =A, NB, 


(2. 


(2. 
(2. 


.12) 


.13) 


16) 
17) 
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(3) (AUB), =A, UB, 

(4) (ANB), =4, AB, 

证 明 只 证 (1) ,其 他 证 明 类 似 . 

Vxe (AUB),@(AUB)(xz)>A@A(x) V B(x) =2À@A(x) Z À 
sk B(x)>AÀ<exe A, m xe B exe A. UB... 

所 以 (4UB), =A, UB,. 

定理 2.3.2 设 |4,lieT)}CF(X),Ae[0,1], 则 : 


(1) (UA). 2U(C4)， 
(2) (nA), = QA), 
(3) (UA), = UA), 
(4) COA ENA), 


证 明 只 证 (1)、 (2) ,其 他 证 明 类 似 . 


(2. 18) 
(2.19) 


(2. 20) 
(2. 21) 
(2. 22) 
(2.23) 


(1)V xe U(A,),= 3: e T,xe (A), = 3te T,A,(x) Z À= V A, (x) 宇和 = 


(u A,)(z) z2À=xe (U4,),. 
FAU) C (U A,) ,. 


(2)xe (NANEN A) SASA As) > e Vie T,A,(z) > e V te 


T,x e (A,) ‘re NC) A 
EA A) = QA) 
一 般 情 况 下 ,定理 2.3.2 中 的 (1) 和 (4) 等 号 不 成 立 . 
例如 , 设 X#@,A,e F(X),VxeX. 


MLC A.) Ø, Yne N, (A), = @ U (A.)1 =, 


(U A.)1 U (A,) 1. 


定理 2.3.3 设 A4eF(X),{A,lte7T|C[0,1], 记 A= V A= AA W: 


(1) A, = ñ A, 
(2) A,, = UA, 


证 明 只 证 (1),(2) 的 证 明 类 似 . 
VrieT,A,S<A= Vie T,A, SA, =A, S N A. 


(2. 24) 
(2. 25) 


反之 ,Vxe N A Vie T,xe4 之 Vie T,A(x) >À,=A(x) > V. 4, =À=xe A, 


HO A, CAL BED A, = A 
特别 地 , V 4 e F(X) ,有 : 
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(1) A, = QA, (2.26) 
(2) A, - UA, (2.27) 
注意 : 

(1) A42 YA. (2.28) 
(2) A, C nA, (2.29) 
定理 2.3.4 设 A4eF(CX),Ae[0,1], 则 : 

(1) (C'h = (A...) ' (2.30) 
(2) (A'), = (A...) ' (2.31) 


证 明 只 证 (1),(2) 的 证 明 类 似 . 

Vxe(A'),@A(x)>AÀ@Il1 -A(z=2) >2À@@A(xz)<1-.)A@A(x)Z1 - AO 
xgA axe (A a)" 

所 以 (4') ,= (A). 

定义 2.3.2 设 AeF(X),Ae[0,1],YVxe 久 定义 

(AA)(x) =AAA(zx) (2. 32) 

则 A4 e F(X) , 称 为 数 和 A 和 4 的 乘积 . 

如 图 2.4 所 示 . 


1 


/ N 


(my. 1 U 


o 
图 2.4 图 2.5 


显然 ,(1) 若 4CB, 则 AAC AB. 
(2) 若 入 <, 则 AA Sph. 
特别 地 , 若 4e P(X), 则 


À, xed 
OER INE a 
H AAeF0(X). 
定理 2. 3.5 (分 解 定 理 1) 如 图 2.5 所 示 . É A= F(X) , 则 
A= Y Mi (2.33) 
证 明 VxeXX, 有 


(HM) (x) = M AAA (x)) 


Aef[0,t [0,1 


= Ca Van AMA V CV ANAA (x)) 


O0=AÀ=A(x) 
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= VA =A(x) 
所 以 A= U AM, 
定理 2.3.6( 分 解 定 理 2) 设 AeF(X), 则 
A= U AA, (2.34) 


Ae [0,1] 
证 明 与 定理 2.3.5 类 似 , 从 略 . 
推论 2.3.1 设 4eF(X),LC[0,1],L 是 稠密 子 集 , 则 
A= U A, = UM, 
定理 2.3.7( 分 解 定理 3) 设 4e F(X), 映 射 H:[0,11 一 PLX) 满 足 : V A < 
[0,1] ,4, EH(A) C4,, 则 : 
(1) A= Y AHC) (2.35) 
(2)A <u, W] H(u) SH(À). 
(3)YAe[0,1], 有 
A, = NH(a) (2.36) 
A, = UH(a) (2.37) 
证 明 (1) 由 于 VAe[0,1] ,4, CH(A)CA,,MJ AA, C AH(A) CAA, ,从 而 
A= U AA S. U AHO)S, Y AA. =4 


所 以 4 = U AHQ 
(2)# A <p, MJ H(u) CA, CA, EH(A) ,所 以 H(u) SH(À). 
(3) 对 于 Ae[0,1],Vae[0,1], 当 a<A 时 ,4, CA, CS H(oa) ,从 而 
A.S NAH(a). 
另 一 方面 ,Yae10,1],H(a) CA, ,) Tm AH) E NA =4 ,所 以 
| A, = QH(a)， 


同 理 证 明 A, = U H(o). 
82.4 模糊 集 的 表现 定理 


定义 2.4.1 映射 妃 :[0,1] 一 P(X) ,A 一 H(A) 满 足 : VA,ne[0,1], 者 Ak， 
W Hu) GHO), RH HX ERRARE. 

瑟 上 的 集合 套 全 体 记 为 H(X). 

在 HCX) 中 定义 关系 “C” ,YH,H,eH(X), 若 YAe[0,11,H,(A) CH,(A)， 
则 称 H, B8 有 , 记 为 HC 如 .车 VAe[0,1],H,(A) =H,(À),W 8 H, # H, 4 
等 , 记 为 HH =H. 

不 难 验证 (H(X) ,ES ) 是 偏 序 集 . 
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定义 2.4.2 设 H,,H, e H(X) ,定义 运算 : 


(1) (HIUH,)(A) =H.(A) UH,(A) (2.38) 
(2) (HINMNH,)(A) =H,(A) NH,(A) (2.39) 
(3) H'(A) =(H(1-A))' (2.40) 


分 别称 为 H, 和 H, 的 并 、 交 及 HKR. 
一 般 地 , {[H, lte T} CH(X) , 令 Ae [0,1], W]: 


a) (UH,) (A) = U HA) (2.41) 
(2) (OH) (A) = QHA) (2.42) 


易 证 YH, QH, e H(X). | 

定理 2.4.1 代数 系统 (H(X) , 阁 ,U,') 是 具有 最 大 元 和 最 小 元 儿 的 软 代 
数 . 其 中 ,和 名 分 别 定义 为 vAe [0,1],X(A) =X,@(A) =Ø. 

证 明 ”由 于 H(X) 中 的 U、N 运 算是 由 入 e [0,1] 时 集合 的 并 、 交 定义 的 ,所 以 
H(X) 具 有 最 大 元 和 最 小 元 名 的 分 配 格 . 现 验证 对 合 律 和 对 偶 律 . YA e [0,1]， 
则 

(H'A) =(H'(1-A))'= ((H(A))'”'=H(A),ÉK&(H')'= H. 

(H UH,)'(A) =((H. UH,)(1-AÀ))'=(H,(1-A)UH,(1-A))' 

=(H, (1-A))'Q(RH,(1-A))'=H/ (A) HZ(AÀ) 
=(H/'rnH;)(AÀ) 
W(H UH,)' =H MH ; 同 理 (HINMH,)'=H;/'UH). 
所 以 (H(X),U ,nn ,') 是 软 代数 . 
定理 2. 4.2( 表 现 定理 3) 设 /f.H(X) 一 F(X),YVHeH(X), 有 


JOH) = 4 AHA) (2.43) 


则 /是 代数 系统 (有 (CE) ,Un，) 到 代数 系统 (FGX) ,Un，) 的 满 同 态 映射 , 且 7/ 
满足 : 


(1) ((H)), SH(A)C(/(H)), | (2.44) 
(2) (f(H)),= Q H(a) (2.45) 
(3) (/(H)), = U H(o) (2.46) 


证 明 HOP VHeH(X),f(H)= U AH(A) e F(X) 被 唯一 确定 ,所 以 /是 
H(X) 到 F(X) 的 映射 

另外 ,VAeF(X), 取 H(A) =4,, 则 He H(X) 且 

| f(H)= Y AH(A)= U AA, = 4 
所 以 /是 H( X) #|| F( X) 的 满 射 . 

现 证 式 (2.44) , 若 xe H(A), 则 H(A)(x) =1, 由 此 

FH) Cx) =( Y AHOA))(x)= V ANAMHCA) GY)) 
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>AAH(A)(x) =AAl=A 
所 以 xs (f(H)), ,BP H(A) S (fH)),. 
另 一 方面 , 设 x# H(A) 则 H(A)(x) =0, 而 且 当 a > 和 A 时 ,H(a)(x) =0, 从 而 
KH) (x) =( Q aHla)) (x) = V e AB(a) (2) 
=( V eAH(e)(x))V( V eAH(a)(2)) 
E N ENDE Ve- 
BACH) (x) >A, TÆ xe (S/(H)),, BERT xe H(A), W xe (fA(H)),, 所 以 
(/(H)), SH(À)- 由 此 
(f(H)), SH(A)S (/(H)),. 
由 分 解 定 理 3 立即 可 得 式 (2.45) 和 式 (2. 46). 
最 后 证 了 是 同 态 映射 . 
V iHitreT} CH(X), 
((UH,)), = U (UH) Ca) = U (UR,(a)) = U( U R,(a)) 
= U(/(H)), = (UAH)), 
所 以 A U4) = U (R). 
CANE a = A COH) Ca) = QOCA) = A QF Ca) 
=N AH)), = (OSD), 
PMA NH) = OA). 
(HD) = QH (a) = Q (H -a))'=(,_ UHO -a))' 
= CYH) = KH) 1a) = (KD), 
PFA f(H') = (/( H) ) '. 
由 此 , f Ë H(X) 到 F(X) 的 满 同 态 映 射 . 
”定理 2.4.2 说 明代 数 系统 H(X) 和 F(X) 之 间 是 满 同 态 的 关系 , 即 不 同 的 集合 
套 可 以 对 应 于 同一 个 模糊 集 ,为 了 刻画 它们 之 间 的 同 构 关系 ,我 们 在 H(X) 中 引入 
一 个 等 价 关 系 . 
设 f:H(X) 一 F(X) 是 满 同 态 , VH, ,H, e H(X). 
H, ~ R,esf(H,) = f(H,) 
易 证 “~” 是 H(X) 中 的 等 价 关 系 , 于 是 得 商 集 
H’ (X) =H(X)/~ ={[H]IHeH(X)} 
[H]={HIH -H,H e H(X)|. 
定理 2.4.3 R H,,H,e H(X), W H, ~ H, 的 充分 必要 条 件 是 下 列 条 件 之 一 
成 立 , YAe[0,1] 
(1) NH (o) = Nla) (2.47) 
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(2) UH(a)}= U R,(a) (2.48) 
证 明 A H,- H,ef(H,) sf(H,)=@(f/(H.)), =(/(B,)), 

(fH)), =(f(H,)), 
由 式 (2.45) (2. 46) 得 
QH (oe) = NH,(a) (UH (a)) = UH, (æ). 


为 了 在 HH*(X) 中 定义 并 、 交 、 余 运算 ,首先 证 明 运 算 与 代表 无 关 , 即 证 
VH~H’ (te T) ,H - H° 


(1) U (UH,)(a) = U (UR; )(o); 

(2) Q (NH,) (oe) = (nH )(e); 

G) NAH" (e) = N (H`)'(e). 

因 为 

Y YH) (e) = Y, CYH Ca) ) = Y Y, Ca)? 

=U( UH; (e)) = U (UH; (a))= U (UH )(a) 

AUH, ~ UB;. 

同 理 可 证 DH, ~ QH; . 

另外 

NHC) = Q (H(1-a))'=( U H(1-e))'=(UR`(1-a))' 

= (H`(1-a))'= Q (H` ) (ol 

所 以 H'~(H*).. 


由 此 在 H` (外 ) 中 定义 运算 : 

(1) ULA] =[ UH,] (2.49) 
(2) QIR] =L NH,] (2. 50) 
(3) [H]'=[H'] (2.51) 


定理 2.4.4 j f:H(X)—F(X),VHeH(X),# 
| AH) = Y AHC) 
则 由 ff 诱导 的 映射 1* H” (X) 一 F(X),V [LH] eH*(X), 

f° (LH]) = H MAHA) (2.52) 
是 代数 系统 ( 互 "(E) ,Un ，) 到 代数 系统 (F(XE) ,Un，) 的 同 构 上 映射 , 记 为 
H'(X):eF(X). 
下 面 介绍 表现 定理 1 和 表现 定理 2. 
定义 2.4.3 (1) 设 FeH(X), 若 下 满足 :VY |A,lie T| C[0,1] 
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F(0) =X,F( V.A) = MN F(A,) 
则 称 下 是 X 上 的 一 个 集 轮 ,X 上 的 所 有 和 集 轮 记 为 B(X). 
(2) 设 eH(X), 若 下 满足 :VY {A,lte T| C[0,1] 
FA) 5D, ECAA) =Y EA) 
则 称 5 是 XY 上 的 一 个 开 集 轮 ,X 上 的 所 有 开 集 轮 记 为 D(X). | 
例如 ,4 e F(X) ,4 的 A 截 集 满足 (1), 所 以 , VAe[0,1],F(A)=4, 是 和 A 上 
的 一 个 集 轮 ;同样 4 的 A RREA, 满足 (2) ,所 以 V,，e[0,11,Ff(A)=4, E X E 
的 一 个 开 集 轮 . 
定理 2.4.5 设 [H] = H° ( X) ,HlJ 
(1) 唯 一 存在 集 轮 F, e [H] 


F,(A) = Q Hla) (2.53) 
(2) 唯 一 存在 开 集 轮 F, e [H| 

F,(A) = U H(a) (2. 54) 
(3) F,CHCGF,(He [H]) (2.55) 


证 明 由 定理 2.4.3 知 ,等 价 类 [中 赂 H(a) 和 UH(a) 的 唯一 性 ,决定 了 
Fn 31 F , 的 唯一 性 . 要 证 F, e [H], RIEA) =f(H). 
((F,)), = Q Fala) = NN H(8) = QEG) = (AH)), 
所 以 A(F,) =f(H),)A m F, e [ H]. 
又 因为 F,(0) =H(0) =X,F,(À) = Q H(a) = Fi (a), W F, 是 集 轮 . 
同 理 证 明 F, 是 开 集 轮 , 和 且 F, e[H]. 
VAc[0,1],# a <A,H(A) CH(e),MJ H(A) C Q H(a),BD H(A) C 
F (à), HCF, 同 理 证 明 F , C H. | 
由 式 (2. 55) 知 ,集合 XY 上 的 集 轮 F, 与 开 集 轮 F, 分 别 是 等 价 类 [五 ] 中 的 最 
大 代表 和 最 小 代表 . 又 因为 等 价 类 [HH] 中 的 并 、 交 、 余 运算 与 代表 无 关 , 不 难 验证 映 
BJ f:b(X)(@é*(X))—H`(X), AF p) =[H],(/(F,) = [H] ) AE |F] gt , Hi It 
得 以 下 定理 . 
定理 2.4.6 集合 X 上 的 集 轮 、 开 集 轮 与 集合 套 等 价 类 同 构 , 即 : 
(DD (P(X), NU, EH (X),N,U,'); 
(2)(8" (X), N, U, 2(H'(X),N,U,’). 
推论 2. 4. 1( 表现 定理 1) H/P(X)—>FX), A 
f(F,) = HW, AFA) (2. 56) 
则 /是 B(X) 到 F(X) 的 同 构 映射 , 即 D(X) F(X). 
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推论 2. 4. 2( 表现 定 理 2) W f:b' (X)—F(X),#8 


AEn) = Y AF70) (2.57) 


则 /是 @*(X) 到 F(X) 的 同 构 映 射 , 即 $° (X) e F(X). 
82.5 模糊 集 的 扩张 原理 


设 下 ,了 是 论 域 , f:X>Y 是 映射 , 则 /可 以 诱导 一 个 从 P(X) 到 PY) 的 映射 
(变换 ) ,仍然 记 为 1:P(X) 一 P(Y) 


A—Jf(A) A {f(x)1x e A| (2.58) 
同样 诱导 一 个 P(Y) 到 P(X) 的 映射 (变换 ) ig f ':P(Y)—P(X) 
B—f'(B) À Ix 8 XI f(x) e B| (2.59) 


称 f(4) 为 4 R, SB) H B 的 原 像 . 
如 图 2.6.、 图 2.7 所 示 , 显 然 , 像 集 和 原 像 集 满 足 : 
(1) 广 (KR4))24, 当 /是 单 射 时 ,等 式 成 立 ; 
(2)f(f”(B8))58, 当 f 是 满 射 时 ,等 式 成 立 . 


f) 
图 2.7 


定义 2.5.1 (扩张 原理 1) 设 f:X->7, 则 了 诱导 的 映射 f: F(X) 一 >F(Y) 
4 一 K4) à YAFA) (2.60) 
称 为 诱导 的 FX) 到 F(Y) 的 映射 ,也 称 了 诱导 的 从 X 到 了 的 模糊 变换 ,简称 下 变 
ÉE, A(4) 称 为 4 的 像 . 
由 /诱导 的 映射 广 :F(Y) 一 F(X) 
B—f'(B) A Hi Af (B,) (2.61) 
称 为 诱导 的 fF(Y) 到 F(X) 的 映射 ,也 称 为 /诱导 的 从 了 到 外 的 模糊 变换 ， 
f° "(8) 称 为 B 的 原 像 . 
XF VA, A, e [0,1]. 
# A, SAA CA, M| f( A.) GAA, ). 
# A SA, Ba, CB, WAB) CCB) 
所 以 所 4 ) ,f/f "(8,)(Ae[0,1]) 分 别 是 了 中 和 关中 的 集合 套 , 由 此 定义 2. 
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5.1 是 合理 的 . 
定理 2.5.1 i%f:X—Y. 
(1) 若 AeF(X), 则 VyeY 
JCA) (y) = V. AC) (2.62) 
特别 地 , 若 |xeXIf(x) =y| = 名 ,规定 f(4)(y) =0. 
(2)# Be F(Y) ,MJ V x e X 


f'(B)(xz) = BCx)) (2.63) 
证 明 (1)A4)(y) = R  M(A,) (y) = YA A/(A,) (>) 
= VlAly ef(4,)| = VIAl 3xeA,, f(x) =y} 
= Mand! 3<eA,| = Vala! drea] 


V G YAAA) = V Ala) 


f(x) =y As[o,1] 


(2) 广 (B)(z) = V AM '(B.)(z) = VCAAF(BD)(s)) 


Ae[0,1] 
=. VIAIxe 广 (8 )| = eV AICE) eB,} 
= VA AB, (f(x))) =B(/(x)). 


定理 2.5.2 (扩张 原理 2) iS f.X—Y. 
(1) 若 A4eF(X), 则 


KA) = U AfCA,) (2. 64) 
(2)# Be F(Y) , 则 
F'(B) = Q AF'(B,) (2. 65) 


用 类 似 于 定理 2.5. 1 的 证 明 方法 ,只 须 验 证 
FAO) =.  M(A,) (y) = V. 4C) 
广 (B)(z) = Af'(B,)(x) = B(/(xz)). 
定理 2. 5.3( 扩 张 原理 3) Ü f.X—Y. 
(1)# Ae F(X) , J 
JCA) =. MOa (A)) (2.66) 
Hh H, 满足 :4 a CHA) CA,. 
(2)# Be F(Y) , 则 
F'(B) = YU, Af CH) (A) (2.67) 
其 中 有 Hs 满足:B , CH,(A)CB,. 
定理 2. 5. 4( 复 合 映 射 的 扩张 原理 ) B S:X>Y,g:Y>Z, g f:X>Z E f #l g 
的 复合 映射 , 则 
(1)VAe F(X), 有 
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(zf) (4) =. , Ag (f(A )) (2. 68) 
(2)V Be F(Y),# f 
(gf) (B) = WM (Ce (B,)) (2.69) 


证 明 (1) RIER eNA) =g(/(A,)) 

(eA (4A) =l|ze Zl 3xeA,,(gəf) (x) =g(f(x)) =z} 
=[ze Zl 3xzeA,, f(x) =y,g(y) =z} 
=|zeZl 3yef(A,),g(y) =z} 
=|zeZl 3zeg(/(A,))| 
=g(/(A,)) 

所 以 (gsj (A) = Y Ag(/(A,)). 
同 理 证 明 (2). 
定理 2.5.5 设 /:X 一 Y. 
(1)# Ae F(X), 则 f°'(f(4))24, 当 f 是 单 射 时 等 号 成 立 ，; 
(2) 若 Be F(Y) , 则 ff (8))SB, 当 /是 满 射 时 等 号 成 立 . 
证 明 (1)VxeX, 
f° (F(A)) (x) =f(A)(/(x)) = V AC) FAC) 
当 / 是 单 射 时 ， V AC) =4(x). 所 以 当 f 是 单 射 时 , f°'(f(4)) = A. 


Ke = f(x) 
(2)V ye Y, 


fF (BY) = V. FB) (x) = V. B(f(z)) 


B ， jxeX, f(x) = 
-fo f(x) Y <B(y) 
. ， VxeX,f(x) ¥y 
当 f 是 满 射 时 ,上 式 为 0 的 情况 不 成 立 , 故 所 广 (B))(y) =B(y) ,所 以 /是 满 射 时 


FF (B)) =B. 
§2.6 模糊 集 的 多 元 扩张 原理 


定理 2.6.1 设 4sP(E)(G=1,2,…,m), 则 笛 卡 儿 积 4 xA, x xA, 的 特 
1E RA, Y (x. ,x,,… x.) e X. XXX…XX ,有 
A, XA, x K ApC p833) = Å A.G.) (2.70) 
WERA A xAh, Xe KACE Ea) #ley(x,,x,,"" x.) € À, x À, x =: x 
A, V x. e Ag V , A, Ca) =le ÅA; (a) =1. 
A, xÀ, x XA (Ki, Ky Mo) =0 人 (xxx ) @ À, xÀ, x xA. Ji, 


x, g A, 3i,A,.(x,) =0 AA, (x) =0 
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所 以 A, x A, x…: XÁ,(x,,x,,"' ) =A A; (x) 
BRA” EF(X,), YA me[0,1],# Asu, N] AP CA? ,于 是 
A) x A xee x At?) CA: xA) x ... x At 
A 
BCA IA xA xee xA IA e[0,1]| Æ P(X, xX, x xX,) 上 的 集合 套 , 由 此 
给 出 已 集 的 笛 卡 儿 积 的 定义 . 
定义 2.6.1 RA” eF(X,)(i=1,2,…,n), 则 
A xA) x... xA” = Ú AD xA x- x At) (2.71) 


Ae[0,1] 


PH FRA” (i=1,2,…,n) 的 笛 卡 儿 积 ,简称 直 积 . 
定理 2.6.2 IA ee F(X)(i=1,2,…,n) 则 
A® xA) x. X AP (apaayan) = Á Az.) (2.72) 
EBE A xA® x... xA™ (x ,x ,x ) i 
= U A(A® xA xee xA) (x ,r,s ) 


Ba 
= VAA (At) x A XxX: x A™) (xi ,X, X, ) 
LEJ 
= (i) (i) 
= V AACAAD0)) < Å V (AAA? Gs)) 


若 等 号 不 成 立 , 则 了 jae[0,1] 使 


MaA A CAAP (œD) <a < Å, V (AAAY Ce) 
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RB 


AAP (xi) =1, 则 &>. V  AA(CAAD0))2eA(AA004)) =a, FR; 


W 
">> 


AP (x) =0, W Ji, A (x) =0 „N VA Sam, A® (x) =0, 于 是 


a< A V (AAAP(x))s V A NARO (xi) =. V ANAI (au) <, FE. 


i=lAe[0.1] Ae[0,1] 


由 此 ,4 x A) xe xA™ (x, ,X, x.) 
= A M AMAP (Gs)) = AA (x). 


i=lAe [0.1] 
定理 2.6.3 A” eF(X,)(i=1,2,…,n), 则 : 
(1) (A) xA® x... xA) sA” x4 x... xA) (2.73) 
(2) (A xA® x. XA) , SAP XAP x. xA (2.74) 


kE RA (1) V (xz, ,x, ,i ,%,) € X, x X, x: x X, 


(x.,x,," x ) e (A) xA) x... x At he 
(A) XAP x... x A ) (x ,vas ) = MAP (a) SASV i, A® (x) ZÀ 


. (i) 1 2 
e V i,x, eA, elx X, X.) eA ) x A) X xA; 
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所 以 (46D xA® xe XA) =AU XAO) x XA. 
同 理 证 明 (2). 
推论 2.6.1 ZAP eF(X)(i=1,2,…,n), 则 
A XA) X... xA = U A (A; xÀ?) x. xA). 


Ae[0.1 

推论 2.6.2 设 43eF(X,)(i=1,2,…,n), 若 VAe[0,1]4W CH U (A)C 
AP (iE=1,2,…,n), 则 : 

A xA) x x A = Y AP (A) xH (A) xe x HP (A)). 

下 面 介 绍 多 元 扩张 原理 . 

定理 2.6.4 设 X=X xX, x xX ,Y=Y xY, x xY,, f:X—>Y, (x, 
Kas Ka) f(x Ks) = (yy. 7 ) M: 

(1)f 诱 导 映 射 f:P(X,) xP(X,) xe x P(X.)—P(Y),V(A,,A,,.-. A.) € 
P(X) xP(X,) x:… x P( X, ) 

/(A,.,A,, A) =f(A, XA, X XA). 
. (2)/ 6508 f ':P(Y ) xP(Y,) xo x P(Y )—>P(X), Y (B,,B,, 0, B.) 
e P(Y ) x P(Y,) x= x P( Y, ) 
f (B DB )=f (B, xB, x= x B.)- 
证 明 (1)f (4 ,4,,… A.) 
=|yl3(x,,x,,"”"' x J EÅ, xA, X xA,, f(x ,Xs Xx.) = y! 
=/(A, xÀ, X=" x À, ) 
(2)£ (B, ,B,,- Ba) = {xlf(x) e (B. ,B,,-- Ba) | 
= {xlf(x) eB, xB,x-- xB} 
=f'!(B xB, x x B.) 

我 们 称 f(4, xA, x… xA) H(A, 4，…,4,) 的 像 , 称 广 (BxBsx…xB) 
为 (B81,B,,…,B,) 的 原 像 . 

定义 2.6.2 设 X=X XXX xX,Y=Y, xY,x- xY,, J X>Y, (x, 
Xap Aa) SC Xi skan) = yy): 

(1)f 诱 导 上 映射 f: F(X) x F(X,) x--- xF(X,)—>F(Y), 

(A? „A? re A Jmf A ,A ,A™) AfA x A) Xx `. xA). 

(2)f 诱 导 上 映射 的 f°":F(Y) x F(Y,) xe x F(Y,)—F(X), 

(B®? „B® ， BO) ) 一 三， (p B®” ， <, B™ ) af' (B? x B” Xo x 
B™ ). MJERA” xA? x- xA) H(A ,A ,… ,4 BR, RST BO xB”? 
XxX. xB) y 3(BO B? ... pt) ) KER. 

定理 2.6.5 PLf:X xX, x: xX >Y xY, x xY ,A AP ... AP e 
F(X, xX, x= xX), (BO ,B® e, B® ) e F(Y, xY, x= xY), W: 
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(1) fA AP ,4 )(7) = ñ V CAAP (.)) (2.75) 


n 


(2) f° (BY B®? ... )(x) = AB O) (2.76) 


其 中 y= (yy y.) x= t) fx) =y- 
证 明 (1)f(4 ,A ,A Cy) =f(A xA) x xA™)(y) 
= V (A x4 x... XA) )(x ,x,, ) 


J(wi,z2, l xA) =y 


= V CAAO (a) ). 


Jflxy,x2.77 Ey ¿i= 


(2)/ (p° „B® ... B™ ) (x) =f (B® xB” xo x B°”) ) (x) 


= (B® xB) x xB™)(y) = AB® (y). 
推论 2.6.3 设 * 是 X 中 的 二 元 运算 ,4,Be F( X) ,MJ V z = X 
(A*B)(z) = M (A(x) A B(y) (2.77) 
定理 2.6.6( 多 元 扩张 原理 1) 设 f:X, x X, x x X — Y, xY, xe xY, 
(A.A)... ) e F(X, xX, x xX), (B® pO) ... Bi) e F(Y, x Y, x 
x Yn), M: 
(1) f(A AP 40 ) = Y AA” xA xe xA) 


= Y AA Ar ,A (2.78) 
(2) /U (B.B B) = HN (BY xB x. xB ) 
= HM B 名 ,BY ,.,B'™) (2.79) 


xA) 
AC XA x XA) 


证 明 (OAAS ,A A" ) SAAP xA x 
= U AAO x42 x... xA) = U 


aeto) Ael0,l 
又 因为 (A.A... AP) =/f(A xA x... At) 
所 以 大 4 AÈ pe, A) = U AAP AR ,A ). 


[0,1] 
同 理 证 明 (2). 
定理 2.6.7( 多 元 扩张 原理 2) 设 f:X) x X, x xX >Y, x Y, x x Y,. 
(A AP e, A™) e F(X, xX, x xX ),(B pO) ... B™) e F(Y, x Y, x 
xY ) , 则 : 
(l) (A.A...) = Y AFAI xA x. xA) 


Ae [0.1 


= U AA AR pe, A) (2. 80) 


àe [0,1] 


(2) 广 (B B® p, B®) = U AF (BIP x B® xe xB™) 


Ae[0,1] 


=. UA (BY ,BY ,BY ) (2. 81) 


Ael0,l 


定理 2. 6.7 的 证 明 类 似 于 定理 2. 6.6 
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定理 2.6.8( 多 元 扩张 原理 3) 设 f:X xX, xe xX SY xY, xe xY., 
(A ,A® ,A ) Ee F(X, xX, x xX), (BY xB) x... x BI) e F(Y, x Y, 
x… xY,), 则 : 

(1) AA ,A™,.…,4'™) = UM (A) xH” (A) x xH?” (A)) 
MH A) HP (A), H (A)) (2. 82) 
(2) FBO B® p, B®) = YN (He (A) x HY (A) x x HE (A)) 

= HM (He A), HE? (A)... Hs" (A)) 


(2. 83) 
其 中 AP CHP (A) CAP (i=1,2,.…,n) 
B? CHP (A) GBP (i=1,2,.…,m). 
证 明 (1) 由 于 4 CHP CA i 
A XAP X xA CHP (A) x HY (A) x xHP (A) CAP XAP x x At 
由 此 
JAP AO) e, A) = H AA xA xe xA) 
EH ACH (A) xH (A) x xH (A)) 
= H ASCP (A), HP CA), H(A)) 


À 


G U AFCA? xA) x... xA) 


Ae[0,1 


=/( At At ... A™) 
AAA? A? o, A) = U ARH (A) XHP (A) x X HPA) ) 


Ae[0.1) 


Y SAP OA) HI (A), HP (AD). 


同 理 证 明 (2). 

推论 2.6.4 设 * 是 中 的 二 元 运算 ,4,8e F(X) ,WJ; 

(1) A*B= UA(h,*B,) (2. 84) 
(2) A*B= WA(A,*B,) (2. 85) 


特别 地 , 设 R 是 实数 域 ,R 中 的 运算 集 为 | + ,，-，,.,:,A,V| , 则 VA,Be 
F(R) 


A+B = U A(A, +B,) (2. 86) 
-B= U A(4 - B,) (2.87) 
= ,HA(C4 : B,) (2.88) 

+Ë = Y A, + B,) (2.89) 
AVB= U A(A, V B.) (2.90) 
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AAB= U AM, A B,) (2.91) 


又 由 推论 2. 6.3 中 的 式 (2.77) 得 ,VzeR 
(A+B)(z) = V (A(x) A B(y)) = V (A(x) A B(z-x)) (2.92) 


(4-B)(z) = V (4(z) A B(y)) = V (AGz) A B(x-2)) (2.93) 
(A. B)(2) = V (AG) AB()) = V [AG A p| -))(z Z 0) 


(2.94) 
(A + B)(:) = VAa) A B(y)) = V (402) A B(y))(y #0) 
(2.95) 
(A V B)(z) =.V (A(z) A B(y)) (2.96) 
(AA B)(z) = V. (A(x) A B(y)) (2.97) 


82.7 模糊 数 及 其 运算 


首先 我 们 介绍 区 间 数 的 概念 . 

定义 2.7.1 设 及 是 实数 域 , 称 闲 区 间 ea [aia,] 为 区 间 数 ,其 中 ma ,aeR， 
a, <a, 及 上 的 区 间 数 全 体 记 为 R. 

车 mw >0, 称 a 为 正 区 间 数 , 若 a, <0, 称 a 为 负 区间 数 . 

ER 中 定义 序 关 系 “<”, 设 a=[a,a,] ,b=[5,6,] ,规定 


as<beoa <b, asb, 


则 (R, < ) 是 偏 序 集 . _ _- 
设 * 是 实数 R 中 的 二 元 运算 , 则 可 以 扩张 为 R 中 的 二 元 运算 :Ya,beR 
a*b= {zi d(x,y) ea xb,x*y =z} (2.98) 
若 * 取 实 数 中 的 运算 集 { +,，-，… ,+,V ,人 | 之 一 , 则 可 以 表示 为 
a+b = [a,a,] +[b,b ] = [a + bi,a, +b] (2.99) 
a-b = [0,0] - [6,6.] = [a -b,,a, - b] (2. 100) 
a-b = [a,a,] - [b ,b ] À [c,,c,] (2.101) 
HHA c =min{ab,,ab,,a,b,,a,b,} ‚c, =max|ajb ab. ,a b ,a,b.] 
a +b = [a a]+[b,b] & [d ,d ] (2.102) 
a a, a, a, a, a, a, 
其 中 d, = min BE 13 — | d = max DOE E E] 
a Vb=[a,b,] V [b,b] = [a V b,a, V b,] (2. 103) 
a Ab = [a,a] A [bb] = [a A ba, Ab,] (2. 104) 


特别 地 ,对 于 正 区 间 数 R .中 的 乘法 和 除法 为 
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a-b = [a,a,] > [b,b] = [a.b,,a,b,] 


_ | ` _ G, a, 
a+b = [a,a,] + [b,b] = +] 
容易 证 明 (R, V ,人 ) 是 一 个 分 配 格 . 
下 面 介 绍 区 间 数 的 数 乘 和 倒数 的 概念 . 
设 aeR,AeR, 定 义 
[Aa Aa], À >O 
àa = A[asa,] = ([0,0] A 0, À =O 
[àa,, àa], À <0 
特别 地 ， -a= -[a,,a,] =[ -a,,-a,] 


[ar Aar ,ar V a;'] 


57 
(2. 105) 


(2. 106) 


(2. 107) 


(2. 108) 


(2. 109) 


容易 验证 区 间 数 的 数 乘 与 其 他 运算 之 间 有 下 列 性 质 , Ya, b,ceR,B,aeR: 


(1) -( -a) =a; 

(2)a<b— -bs -a; 

(3) -(aVb)=(-a)A(-b), 
-(aAb)=(-a)V( -0b); 

(4)a-b=a+(-b); 


(S)a+b =a b 1; 


(6)a-o=a,o-a= -ai 


(7)l `a =a,oa =o; 

(8)a(Ba) =B(a a); 

(9)a(a+D) =a a+ab; 

(10) (a+b) +c=a+(b+c); 

(ll)(a-b) -c=a (b+ e); 

(12)a - (b+c)<(a- b) +(a- e); 

(13)c+(aVb)=(c+a)V(c+b), 
c+(aAb)=(c+a)A(c+)b); 

(l4)e-(aVb)=(c-a)A(c-b), 
c-(aAb)=(c-a)V(ce=-b); 

(15)(aVb)-c=(a-c) V (b-c), 
(aAb) -c=(a-c)A(b-c); 


(17ja-b-c=a-(b+c). 
定义 2.7.2 设 R 是 实数 集 ,ACR. 


58 模糊 集 理论 与 方法 


(1) 若 4 满足 :Vx,,x,e4, 风 Ax, t+t(1-A)xze4(Ae[lo. 1 ), 则 称 4 为 及 中 
的 凸 集 . 

(2) 若 4 满足 :序列 |x,1n=1,2,…| C4, 则 limx, =ae4, 则 称 4 为 R 中 的 闭 
集 . 

(3) 若 4 既是 R KHAR, XE R 中 的 是 集 , 则 称 4 为 R 中 的 闭 凸 集 . 

定理 2.7.1 设 4CR 且 4 有 和 界 , 则 4 为 R 中 的 闭 凸 集 的 充分 必要 条 件 是 4 
为 区 间 数 . 

证 明 必要 性 , 设 4 是 闭 凸 集 , 令 a= Aaa = Vo IER A= [aa]. 

因为 a, = Aa, 则 存在 x,1 CA, limx, =a,,W a, EA. FIH a, = V a 8 A. 

Vxe(a'a), 因 a<x, 则 由 确 界 性 质 知 , 3x e 4, 使 a, <x, <x, 同 理 x<a， 


Jn eA, fE x <a, < 由 此 ,zi <a <a EFA EDR A = , 则 
2 I 


x=Àxz, +(1-A)xz, € A 


Wla na, ] SA. 

男 一 方面 , VxeA,a = A asz< Va =a, El xre[a,a,], W AC/[a,,a,],B U 
A=[a,,a,]. 

充分 性 , 设 4=[a,,a,] ,Vxi,x,e4, 不 妨 设 x, <x, JV A e [0,11]. 

a Sx S Àx, + (1 — À)x, Sx, Sa, 

WA = [aa,] 是 凸 集 . 

男 一 方面 ,着 {x,1n=1,2,… 1 C[a,a,], Wlimx, =be[a,,a,], MDA =[a,,a,] 
是 闭 集 . 

所 以 A=[ai,a,] 是 RR 中 的 闭 凸 集 . 

下 面 我 们 介绍 模糊 数 的 概念 . 

定义 2.7.3 设 R 是 实数 集 ,4e F(R), 若 任意 的 Ae[10,1],4, 是 凸 集 , 则 称 
A 为 R 上 的 凸 模糊 集 , 简 称 凸 下 集 . 

定理 2.7.2 设 4eF(R), 则 4 是 凸 模糊 集 的 充分 必要 条 件 是 任意 的 je 
[0,1],x,,x, ER, 

A(ux, + (1 -1)x) Z A(x,) A A(x,) (2.109) 

证 明 DRH, iA E FAR. 

S A =A(x, )AA(x,) JI] Alx) 三 人 ,4(x ) SÀ, 故 x e 4,， x, eA , 因 A, Etti 
RMM ux, + (1 一 J)xi eh ,所 以 Alux, + (1 —a)x,) >A, Bp 

A(ux, + (1 -1)x1) >A(x,) AA(x,). 
TIE, Alux, + (1 -HA)xzi) SAC) AA(x.). 
Vx,,x, EA, M] A(x.) 22 A .A(x,) SA, AC) AA(x,) >À , PF AE 
A(ux,+ (1 -u)x,) >A 

WAT ux, + (1 一)xie 4, 即 4, 是 凸 集 ,所 以 4 是 凸 模糊 集 . 
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推论 2.7.1 设 4eF(R), 则 4 是 凸 模糊 集 的 充分 必要 条 件 是 任意 的 x, ,zz， 
x;ER, 若 x S< x, <x,,JIIJ A(z,) SAC) AAC x). 

定义 2.7.4 设 R 是 实数 集 ,4A e F(R). 

(1) 若 任意 的 Ae [0,1],4, 是 闭 集 , 则 称 4 是 R 上 的 闭 模糊 集 ,简称 为 闭 下 
集 ; 

(2) 若 存在 x, eR, {E A(x) =1, 则 称 4 是 上 的 正则 模糊 集 ,简称 为 正则 F 
集 . 

定义 2.7.5 实数 集 R 上 的 正则 的 、 闭 的 凸 模糊 集 称 为 R 上 的 一 个 模糊 数 ， 
简称 数 . R 上 的 下 数 全体 记 为 R. 

定义 2.7.6 设 4 是 实数 集 R 上 的 模糊 数 . 

(1)3# Suppá =A, = |x14(x) >01 有 界 , 则 称 4 为 有 限 模糊 数 ,简称 有 限 F 数 ; 

(2) 若 任意 的 xe Supp4, 有 x>0, 则 称 4 为 正 模糊 数 , 简 称 正 FF 数 ，; 

(3) 若 任意 的 xe Supp4, 有 x<0, 则 称 4 为 负 模 糊 数 ,简称 负数 . 

定理 2.7.3 设 4eF(R), 则 4 是 R 上 的 模糊 数 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) 存 在 a, ,a, e R(a, Sa, ), 使 得 Ker4 = [a a, ]# Ø, x <a, 时 ,4A(x) 
单调 不 减 右 连 续 ; 当 x >a, 时 ,A(*) 单 调 不 增 左 连续 . 

(2) lim A(x) =0, lim A(x) =0. 

证 明 充分 性 ,因为 KerA=[a, a. ] #4, PA A EEN F $E. 要 证 4 是 闭 凸 
下 集 , 只 须 证 YAe[L0,1],4, 是 闭 凸 集 , 即 A, 是 闭 区 间 . 

令 a =AfxlxeA,},a = Vixlxeh,|, 现 证 4,=[a, ,a,]. 

Vxeh,,a Sx=a ,xe[a ,0, 1], 故 

A, CS[a, ,a,]. 

# xe 4,, 由 4(x) 的 单调 性 知 ,x<a E x >a , ËB x # (a ,a,), 故 
(a a, ) GA,- 

再 证 a, a, EA RKE, A rela ,4a,)C4,, 则 4(x) SA, H A(x) 的 右 连 
续 性 ,4A(a, ) = lim A(x) =)À , 故 a, eA, , 同 理 证 a, eA, ,所 以 4 = [a a, ] „BA, 
是 闭 凸 集 ,由 此 4 是 下 数 . 

必要 性 ,(1) 设 4 是 天 数 , 则 天 正则 , 故 Ker4 =4 = [a a, ] > Ø. 

设 x<y<a ,假若 4(x) >4A(y),jJAe[0,1], 使 4(x) > 和 >4(7) ,于 是 xe4， 
Alas a, ], M]. >a ,而 ye4 =[oao],7<a <x, 这 与 x+<y 矛 盾 , 故 A(x) < 
A(y) , 即 4(x) 当 x<a 时 ,是 单调 不 减 的 . 

Ú x <a, ,假若 4(4x) 不 是 右 连 续 , 即 lim A(y) =A(x+0) 关 A4(x) ,由 4(x) 的 单 
调 不 减 性 知 ,4(x) <4(x+0) ,于 是 3As[0,1], 使 得 4(x) <À <A(x +0) , J x ë 
A =[a a, ], H x <a MÜ) de >0,4# z +£ <a, ,由 4(x) 的 单调 不 减 性 知 ， 
A(x+e)>A(x+0) >A, 于 是 x+seeA,=[a a, ], Bix +£ >a + e—0,W r>a, 
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这 与 zx<wu 矛 盾 , 所 以 4(x) 是 右 连续 ,由 此 , 当 x <a, 时 ,4(x) 是 单调 不 碱 右 连续 . 

同 理 证 明 , 当 x > ws 时 ,4(x) 是 单调 不 增 左 连续 

(2) 若 tim A(x) =u >0, 则 当 和 Ae (0,4) 时 ,4, 不 是 闭 区 间 , 与 已 知 条 件 矛 盾 ， 
所 以 lim A(x) =0, 同 理 证 明 lim A(x) =0. 

定理 2.7.4 R H:[0,1]>R,A>H(A) = [a,a,] # @, B A<Su=[a,,a, ] 
C[a, ,au ] ,用 称 为 区 间 数 套 , 则 : 


(1)4= U AH(A)e R; 
(2)A, = MH(a) A, = U H(o). 

证 明 ”由 于 五 也 是 集合 套 , 则 4 e F(R). 

又 由 于 H(1) = [oi ,a,] 关 多, 则 4 正则 . 

由 下 集 的 表现 定理 知 ,4， = NH(a) „A; = UH(a), 由 于 H(a) 是 区 间 数 , 则 


A, = mH(a) 也 是 区 间 数 , 即 V，e [0,1],4, 是 闭 凸 集 , 故 4 是 闭 凸 三 集 , 所 以 A 
是 R 上 的 模糊 数 , 即 4 R. 
定理 2.7.5 设 4,BeR,*eil+,-，，:*，,V,A 则 : 
(1)A*BeR; 
(2)(A*B),=4A,*B,,(A*B), =A, *B,. 
证 明 ”由 推论 2.6.4 知 ,4*B= Y AC, *B,),A*B= U ACA, * B,) ,MK 
(AxB), =A, *B,, (A*B), =A, * B, 


由 于 VAE[0,1],4, *B,eR. 所 以 A4*BeR. 

由 式 (2. 92) ~ 式 (2. 97) 六 个 式 子 ,我 们 得 模糊 数 的 六 种 运算 . 

定义 2.7.7 RA,BeR,YZ eR, 则 分 别称 : 

(1) (4+B)(z) = V (A(x) 人 BC7) ) = V (A(x) AB(z -x)) (2.111) 
(2) (A-B)(z) = V A) AB(y)) = V (AC) AB(x-z)) (2.112) 
(3) (A+ B)G) = V (AGz)ABO))= V [AGO AB| +J) 0) (2. 113) 
(4) (A+B)(z)= V (A(z)AB(y)) = V (ACz) AA(y)))(y0) (2. 114) 
(5) (AVB)(z) = V (A(x) AB(y)) (2.115) 
(6) (AAB) (C) = V (A(z)AB(y)) (2.116) 

为 4 和 B 的 和 、 差 . 积 、 商 以 及 上 确 界 、 下 确 界 . 


在 R 中 定义 序 关 系 ,Y4,BeER 
ACBeVA e[0,1] A, GCB 


a= 人 
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由 于 (RR,V ,入 ) 是 分 配 格 , 所 以 (及 ,V ,A ) 也 是 分 配 格 . 

定理 2.7.6 设 4,Be 中 ,车 Vae RR,ax0, 记 (a4)(x) = A| 4), RAI, 
( -A)(x) =4( -x) (如 图 2.8). 


(1)- (~4)=4; 

(2) (aå), =a4h,,( 特 别 地 ,( -4), = -4,); 
(3)AGB& -BC -4; 

(4) - (AUB) =( -A)N( -8B), 

- (ANB) =( -A)U( -B); 
(S)A-B=A+(-B); 
(6)4-0=4,0-4= -4, 其 中 0 表示 YAe[0,1] 0 = 0; 
(7)14 =4,04 =0; 

(8)a(BA) =B(a4) (a,BeR); 
(9)a(A+B)=aA +aB (a e R); 
(10)(A+B)+C=A+(B+CG); 
(11)(A- B) -C=A- (B-C); 
(12)A- (B+C)CA : B+AÁA: G; 
(13)4+(BVC) =(4+B)V(4+C)， 

A+(BAC)=(4+B)A(A+C); 
(14)A-(BVC)=(A-B)A(A-C), 

A-(BAC)=(A-B)V(A-C); 
(15)(4VB) -C=(4-C)V(B-C)， 

(AAB)-C=(4-C)A(B-C); 
(16)(4-B)+C=A+C-B=A+(C-B); 
(17)A4-B-C=A-(B+C). 

证 明 只 证 (2),(4),(12),(13). 
(2) 设 A, =[a,,a,], 则 


xe (a) (oh) a SA E) aet eA, =[a a, ]&xeala,a,] =aA 


A 
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所 以 (a4)，= eA. ,特别 地 ,有 ( -4)。= -A,. 
(4) 因 为 (-(4UB)) , = - (AUB), = - (A, UB,) = -A, n? - B, 
=(-A), N(-B),=(-AN -B) ,: 
所 以 -(4UB)= -AN - B. 
H - (ANB) = -AU -B. 
(12) (4: (B+C)), =A, * (B+C), =4 ' (B, +CÇG,) GA, : B, +A, ° C, 
-=-(4.B) +(4.C) =(A-B+A- C), 
所 以 A. (B+C)GCA-B+A-C. 
(13)(A+(BVC)), =A, + (BVC), =4 + (B, V C,) 
=(A +B )V(A, +C.) =(A+B) , V(4+C) 、 
=((A+B)V(A+C)), 
所 以 4+(BVC) =(A+B) V(A +C). 
BJBBEA+(BAC)=(A+B)A(A +C). 


2.8 随机 集 与 集 值 统计 


数理 统计 是 概率 论 在 统计 学 中 的 应 用 ,随机 集 理 论 应 用 于 统计 学 中 就 产生 了 
集 值 统计 . 首先 我 们 回顾 一 下 可 测 空间 和 可 测 函 数 的 概念 . 

定义 2.8.1 设 式 是 非 空 集合 ,名 E P(X) , 若 ARE: 

(1)X e£; 

(2)Ae.Z,W] À E£; 

(3) {A,IneN]| CAM UA, e2. 
则 称 .名 为 下 上 的 一 个 三 代数 或 称 王 域 ;( 开 ,名 ) 称 为 一 个 可 测 空 间 , 若 4 e, 
4 称 为 下 的 一 个 可 测 子 集 . 

由 对 偶 律 不 难 证 明 一 个 三 代数 对 可 数 交 也 封闭 , 即 14.1nme N| C .有 %, 则 

A A, € Æ. 

R, F) 是 一 个 可 测 空间 ,多 是 有 上 的 一 个 三代 数 . (X, £) 也 是 一 个 可 测 空 

E ,给 定 映 射 4:02 一 区 ,如 果 “ 上 满足 :Y4 e .如 ,有 
E'A) = lo e Ql ¿(o) e A| € Z (2.117) 

MPRE EF- AAR, ERRA X EBUBSSLBRSRL; 234 X = R 时 ,t 称 为 随机 变量 ; 
4 X = R'BP,¿ 称 为 随机 向 量 . 

É X EE SE Z C P(X), 

PCD) = {A1 AT 2) 
EA e P(2),1.6, ne N) € P(2) ,cd 


(1) U £, = 141 Jn e N,A e .总 | (2.118) 
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(2) n = [Al Vn e N,A € 如 | (2.119) 
(3) pi = |A e P(D 1 A e ÆA) (2.120) 
分 别称 为 {.%, 1 ne N) 的 并 、 交 及 .名 的 余 . 


定义 2.8.2 设 (X,2) 是 可 测 空间 ,多 C PZ 关于 运算 式 (2.118) , 式 
(2.119) 和 式 (2. 120) 构成 一 个 三 代数 , 则 称 Z E X LOR IRE, RE X R, 


(X,Z, D) 称 为 超 可 测 空间 . 
BR, O, Z, P( 多) ) 是 超 可 测 空间 . 


E283 R, A 是 可 测 空 间 ,(X, 多 , 2) 是 超 可 测 空间 ,车 集 值 映 射 7: 


人 一 多 满足 :VY.% e 多 
CCA) = lo e Rl elw) e A} e F (2.121) 


则 称 是 多- ZTS R £ 是 X 上 的 随机 集 . 
w XERA, Vre X, w 


x= |AlA e P(X),x e A| (2. 122) 


X = zl xe X| (2.123) 
因为 (X,P(X),P(P(X))) 是 超 可 测 空 = J. E 


X(X) =n {ŽI x G 多 ,多 是 上 的 超 域 | (2. 124) 
称 3(X) Wh X ERB IR ARA, PX), SX) ) 为 生成 的 超 可 测 空 间 . 
定义 2.8.4 ” 设 7 是 概率 空间 (0,FP) 到 超 可 测 空间 (了 ,P(X) ,多 ) 的 随机 
8. V. e 多 , 令 | 
u, ,( 6) & P(£'(.)) (2.125) 
WEK CA) 为 在 (X,P(X) , 2) 上 的 诱导 分 布 . 
ze X,k e DAC (a) = lo e Ql x el(w)| e ZI 


n (z) = P(£'(£)) (2. 126) 
为 在 x 处 的 落 影 ,并 称 S: X _E BJ n] 2# BE HL E. 


定理 2.8.1 i% ¿PF26865 B| ( 2, SZP) 到 超 可 测 空 间 (X,P(X) ,多 ) 的 随机 
集 ,Yx e X, 


A(x) = p(x) = PC (%)) (2. 127) 
则 4 是 世上 的 一 个 模糊 集 , 且 《 在 * 处 的 落 影 是 4 的 隶属 度 A(x). 
因为 Vx e X,A(x) e [0,1] 所 以 定理 的 证 明 是 显然 的 . 
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定义 2.8.5 Bl, EERIE, FP) ARTAN, PX), 多) 和 


(Y,P(Y) , 多,) 的 两 个 随机 集 , Vx eX,yeY. 
(1) 称 
hany) =Ploe (Q |xe¿(e),yen(oe)] (2.128) 
为 《与 7 的 联合 落 影 ; 
(2)#u,(x) >0, Vye Y, WE 


L(y lx)=Plyen(w) |xet(w)| (2. 129) 
H m fE ¿ 覆盖 x 下 的 条 件 落 影 ; 
(3) 若 VxeX,yeY 了 ,有 
Kom (5Y) = xp (y) (2. 130) 


则 称 和? 是 相互 独立 的 随机 集 . 
定理 2.8.2 Hl, ERRE, Z P) 到 超 可 测 空间 (X,P(X), 多) 和 


(YPY), 多,) 的 两 个 随机 集 ,车 VxeX， yeY, u, (x) >0, 则 
Hern (X,Y) =u (x), (y |x) (2.131) 
证 明 aaa (z.y) = PloeQ|xe¿(o),yeq1(e6e)| #@€ AA {weQn|xe 
¿(e)l,BAloe 0 |yen(o)],B P(A) =u;,(x) >0, 则 由 条 件 概率 的 定义 ， 
P(AB)=P(A)P(B|A). Hik 
Wem (w,y) =Plw e O|]x e ¿(e@),y enlo)! 
=P(AB) = P(A)P(B|A) 
=Plw e Q|x e ¿(o)]Pl|y = m(o) Ë e Z(o)! 
=u x) ` ai | z) 
下 面 介绍 集 值 统 计 的 思想 . 
É ¿ 是 到 P( X) BJ BE EL E 1 ¿ 为 母体 ,进行 二 次 独立 抽样 试验 ,得 到 容量 
为 n 的 简单 随机 样本 ,和 ,每 个 各 (=1,2, ,2) 和 * 同 分 布 ,并 且 相 互 独 
3, HII 
HOC =u (x. Jhe, (x2) Ar (Xn) 
其 中 (x ,x,,… z.) eX". 
由 于 每 个 Z(i=1,2,…,n) 是 关中 的 一 个 集合 , Vx e ,我 们 考虑 ¿ (i= l, 
2,…,n) 对 x 的 覆盖 频率 问题 . 若 ¿ (x) O R x 关于 集合 4 的 特征 值 , 则 样本 
| ,0 ，… ,6 ,| 对 x 的 履 盖 频率 为 


Z.(xz) = DG, (2.132) 


我 们 把 Z,(x) 作 为 < 在 x 处 的 落 影 (x) 的 估计 值 , 即 模糊 集 4 的 隶属 度 4(x) 
的 估计 值 ,而 Z, 作为 上 的 估计 函数 , 即 模糊 集 4 的 隶属 函数 的 估计 函数 . 
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定理 2. 8. 3( 落 影 大 数 定理 ) 设 妈 (i=1,2,…,n) 是 人 2 到 P(X) 的 n 个 独立 同 


分 布 的 随机 集 ,MA(x) 表 示 分 布 的 落 影 ， VxeX,o 8 (2 
¿(o ,x)—ku(x) (a,e) (2.133) 


其 中 llw) = >F (e) (2). 
证 明 由 如 (wm) 是 一 组 独立 同 分 布 的 随机 集 , 且 有 数学 期 户 
ECG) = f Elu) x) Po) do 


= |. Po) do = Plo|x et(w)!) = n(x) 


故 由 大 数 定律 ,i (w,x) 一 p(x) (a,e). 

定理 2.8.3 告诉 我 们 ,n 个 样本 集合 17, ,Y,,… Z YS x 的 覆盖 频率 , 当 n 趋 于 
无 穷 大 时 ,以 (x) 为 极限 ,所 以 当 n 充分 大 时 ,可 以 用 式 (2. 132) 中 的 过 (zx) 作为 
(x) 的 估计 值 , 即 作为 模糊 集 4 的 隶属 度 AC) 的 估计 和 值 . 

集 值 统计 的 具体 方法 如 下 : 

确定 论 域 , 取 定 X 中 的 一 个 点 x, 已 知 X 上 的 一 个 模糊 概念 4, 给 定 X 上 与 概 
念 4 相 联系 的 普通 集合 A ,与 概念 4 相关 联 的 条 件 5 制约 着 À" 的 变动 . 由 于 条 件 
S 对 4' 没有 限制 死 ,4' 可 以 覆盖 x, 也 可 以 不 材 盖 *,4' 覆盖 * 的 次 数 与 试验 的 总 
次 数 之 比 , 称 为 + 对 于 4 的 隶属 频率 , 即 


sx _ x € A" 次 数 
x 对 4 的 隶属 频率 rT 


随 着 试验 次 数 n 的 增加 ,隶属 频率 呈现 稳定 性 ,频率 稳定 的 那个 数 称 为 x 对 于 4 的 
RRE. 


82.9 集合 套 的 落 影 


设 H(X) X 上 的 集合 套 全 体 ,He H() ,如 果 记 =[0,1], 则 H.I—P(X), 
VxeX, 记 
x =1H(a) |ael,xeH(a))| (2. 134) 
引 理 2.9.1 设 HeH(X),Vxe 了 车 , 则 Ae17, 使 
aeo fa xe H(A) 
[0,à], xeH(A) 
其 中 HT'(x)={laellxeH(a)|. 
证 明 # xz =@,Bl Va el, e H(o) W H(z) = 名 .此 时 不 妨 设 入 =0, 则 


H'(x)=@=[0,A). 
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若 % 关 名 , 令 入 =V la|ael,xeH(a)1 ,由 于 已 是 闭 序 集 值 映射 , 易 证 ; 
34 we H(A)W8FE,H '(%)=[0,A); 当 xe H(A), H ( z) =[0,A]. 
设 HeH(X),YxeX, 记 

H(D 5.£Z= 1H(a) |a e l| CP(X) 

£ =lA|xeAe.6] 


Z= 1; |z“e X] CP(P(X)) 
yx Z2)ya n! 12|.ZC 2,22 E X Ei x bg) 


SCZ) E ih .名 生成 的 超 X bÑ. 

定理 2.9.1 设 HeH(X),(1,. 哆 ,P) 是 概率 空间 , 则 是 X 上 的 可 落 随 机 
集 . 其 中 H 是 1 上 的 Borel 域 . 
[0,A), x¢H(A) 


证 明 由 引 理 2.9.1 知 EDER EE HOD 


WL H-'(X(2Z))=X(H7'(.Z))=X(|H7'(k)|xeX])C 2, H E. X 
上 的 可 落 随 机 集 . 

因为 VxeX, 令 A(x) Àu (x) =P(H''( + )), W A JE XA I BS, Er 1 A 
是 X 上 的 一 个 模糊 集 ,由 此 证 得 定理 . 

定理 2.9. 2 集合 X 上 的 集合 套 的 落 影 是 X 上 的 一 个 模糊 集 . 

例 2.9.1 设 是 集合 ,BCACX, 故 Ael, 令 HeH(X) 为 ,Yael, 当 aa<A 
时 ,H(a) =4, 当 a 宇和 时 ,H(a) =B, W: 


当 xeB 时 ,HT (x%)=7, 则 jy(x) = P(T) =1. 
当 xeA-B 时 ,H (x)=[0,A), 则 ps(x) =P([0,A)) AP 


当 xe4 时 , 末 C x) =Ø, W ual) = P( @) =0. 
所 以 ,HH 在 X 上 的 落 影 模糊 集 4 为 
1, xe B 


sosie xeA-B 
0, xA 
xe 


l, x€A 
特别 地 , 当 4 =B 时 ,A(%) -| , 即 4 是 普通 集 . 
0, xgA 
例 2.9.2 设计 = [ax A= xx. | i=1,2,.…,n), 令 He 
H(X) 为 H(0) =X=A ,一 cas n, H(a) -4 , 则 


Z = {A ,A,,* A; (i=1,2,…,n) 
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BELL H fE X F 0928548 A N. V xe X 


AGx) Apalai) = P(E)) =P( [0] AP, 


即 4 = SYP/ 
下 面 讨 论 集合 套 等 价 类 的 落 影 . 
引 理 292 iH. .,H,e H(X) , H H, - B, , WJ 
Vleell|xeH(o)] = Vlaell|xeH,(a)!. 

证 明 记 A=Viaellxe 有 (a)1, 则 VB<A,xeH(B), 帮 xe NH (B) = 
QH: (B), PY <A, eH, (B), BW 

àA=V{ael|xeh (a); s Vlanell|xeH,(a)! 

车 6>A,xe Hi(B), 则 Va<pB,xe 机 (Qa), 由 此 xe NH (Ca) = NP (e) , J 
as ÎE A <ao <B, 则 xeHi(ao), 且 A=Vjiaeljxe 可 (a)| 忒 盾 , 所 以 B>A 时 ， 
xe H,( 2) ,H V |o el1|xe H,(a)1 = 和 A, 即 

Vlaell|xeH(a)] = VlaellxeB,(a)]. 

推论 2.9.1 HERTE, A P) WE: YAE, P=) =0, 则 集合 套 等 价 
类 关于 概率 已 的 落 影 是 三 上 的 同一 个 模糊 集 . 

设 AeF(X),YAe1, 令 到 (A)=4,, 则 有 是 X 上 的 集合 套 , 由 于 VxeXX， 
diel 

IERE HA xe H, (t) 
[0,t], xeH,(t) 
MRAR, 5. ,P) 的 概率 PP 是 均匀 分 布 概率 , 则 H, 的 落 影 模糊 集 


A(x) =P(H]'(ž))=t (2.135) 
又 由 模糊 集 的 分 解 定 理 
A(x) = VAA4(z) = ViAellxed, =Ħ,(A)} =t (2. 136) 


所 以 i A(x) = À (x) 
由 此 得 定理 . 
定理 2.9.3 设 Ae F(X), 则 存在 1 到 P(X) 的 集 值 映 射 H. , 且 存 在 (7,. 多 ) 上 
的 概率 PP 使 得 1, 在 不 上 的 落 影 是 模糊 集 A. 
如 果 概 率 空间 (1,. 和 多 ,P) 满 足 :P([0,1)) =P([0,:]) , 记 
F(t) A P([0,1)) (2.137) 
W V x = X 


A(x) =P(H-'(k))=P([0,t)) = F(t) (2. 138) 
ARAA AA 1 ERARE RAA F EERE 4 05 33 8 639 A. 
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例 2.9.3 设 非 空 集合 X,|H,|1<i<n} CP(X), HME H, 24,2% 2H, =# 
D,E i eE i <i <. <t, 我们 作 n 次 独立 同 分 布 的 集 值 试 验 ,使 得 
H(1) =H,(i=1,2,.…,n) 
如 图 2.9、 图 2. 10 所 示 ,由 此 ,我 们 得 到 经 验 分 布 函数 


0, t <t, 


F; (t) = =, tSt<ti (i=1,2, = n - 1) 


1, tt, 
1 1 
_ JTL 
1 1 
n n 
O t tE, t o H 
图 2.9 图 2. 10 
H W. Glivenko 定理 
0 t <t, 


AG(x) =F TF OD) Ni, pett, 
n 


1, tt. 
其 中 t= Vl, ]|xeH(t,)]. 
最 后 我 们 用 集合 套 来 解释 集 值 统计 . 
设 有 eH(X), 则 由 引 理 2.9.1 . 
[0,1:), x¢ H(i) 
[0,:], xeH(t) 
如 果 P 是 (1,. 物 ) 上 的 均匀 分 布 概率 , 则 由 式 (2.135)4(x) = 与 所 以 
[0,4(1)), x¢H(i) 
[0,A(t)], xeH(t) 
其 中 i=V lael|lxeH(a)}. 
我 们 把 匀 上 的 每 一 个 集合 套 互 看 做 是 和 了 对 应 的 套 点 x 的 集 值 统计 试验 . 对 
a el, 若 xeH(a) ,就 认为 H(a) 套 住 了 x, 若 x#H(a) ,就 认为 8H(a) 没 有 套 住 x. 
由 式 (2.139) 知 , 若 a<4(), 则 及 (a) 套 住 x. 若 a>4(?), 则 且 (a) 没 有 套 住 x, 肥 
之 车 H(a) 套 住 x, 则 a<A(x),H(a) 没 有 套 住 x, 则 a > A(t). 如 果 集 值 统计 试验 


{fael|xeH(a)} -| 


laellreH(a)! =Í (2. 139) 
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HIA x 是 独立 的 和 等 可 能 的 , 则 取 cs/ 也 是 独立 的 等 可 能 的 ,而 取 a e L fË a < 
AG) 的 概率 为 4(1) ,所 以 1(a) 套 住 x 的 概率 也 是 AG). 

由 此 得 结论 ， 

定理 2.9.4 设 刀 是 套 点 x 的 等 可 能 的 重复 独立 集 值 试验 , 则 吾 套 住 x 的 概 
率 等 于 模糊 集 4 = UAH(a) 在 点 * 的 隶属 度 

所 以 ,我 们 可 以 用 等 可 能 的 重复 独立 集 值 试验 对 x 的 材 盖 频率 来 估计 某 模糊 
集 在 x 处 的 隶属 度 ， 


= = 2 


L. REIR X = [x yxa yxa X 4 X; x l A.B e F(X). 
0.3 0.6 0.8 0.9 0.7 0.2 
= 一 二 + 一 一 十 一 一 十 一 一 十 


4 十 
x, x, x, x, x; Xe 
0.7 0.9 0.4 0.3 0.1 0.8 
B= 十 十 十 十 + 
x, x, x, Xa Xs Xe 


求 4mB,4UB,4 mnB' 4 UB’. 
2. 设 4,B,Ce F(X) ,证 明 对 偶 律 
(1)(ANB)'=A'UB'; (2)(AUB)'=A'nB'. 
3. i& A.B e F(X),4 和 B 的 差 定 义 为 
A-B=ANB' 
4 和 8B 的 对 称 差 定 义 为 
AAB=(A-B)U(B-A) 
WH A(x), B(x) KR A-B M AAB 的 隶属 度 . 
4. 设 A,A e F(X) (te T) ,证 明 无 穷 分 配 律 . 
(DAU(NMA) = (AUA. (JAN CUA) = U(AnA,). 
5. WEB T, M S, ,Ts 和 S,,T 和 5。 是 三 对 对 偶 模 ,并 举例 说 明 它 们 不 满足 寒 等 
6. 设 r 宇 1 ,定义 :Va,be[0,1]. 
T” (a,b) =1 -min|1,[(1-a)'+(1-06)7] 
SO (a,b) =min]1,(a' +5)7] 
证 明 TO A $2 是 一 对 对 偶 的 了 模 和 S 模 . 
7. 8 A2>0, E XZ. Va,be[0,1]. 


po) = ab 
Cab) =S TC A a ab) 
S (a b) 1] a+b- (À —2)ab 


1+(À-l)ab 
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证 明 TY 和 5 是 一 对 对 偶 的 了 T 模 和 5 ES. 
8. 设 AeF(X),VA,ue[0,1],A <u, HEBR A, GA,- 
9. 设 {4,lte7T}CF(X),Ae[0,1] ,证明 : 
(DOUAD) = U(A),; (2)(04A,),S00(A),. 
10. 设 4eF(X),VAe[0,1] ,证 明 : 
(DA4,= QA, (2)A,2 Uh,; (3)4 = U4,.; (4)4 C QA. 
11. 设 4eF(X),VYAe[0,1] ,证 明 : 
GJA, =(A,..,)'; (2)(4'), = a) 
12. 证 明 分 解 定 理 2: 设 AeF(X) A= Y Ma: 
13. 设 4AeF(X),LC[0,1],L 是 秽 密 子 集 ,证 明 4 = YAA, = UAA,. 
14. 设 H(X) 是 XX 上 的 集合 套 集合 ,证 明代 数 系统 (HH() ,nn ,U,') 是 完全 分 
配 格 . 
15. 设 刀 (X) 是 世上 的 集合 套 集 合 WIERCH), N, U, ERR. 
16. 利用 表现 定理 证 明 V 4,e F(X)(ie7)， 
An (UA,) = U(AnA,). 
17. f:X—>Y, WEH : 
(D(C UW, AA, )) O) = N A(x) (ye Y); 
(2)( Q Af '(B,))(y) =B(/(xz)) (xex). 
18.A® e F(X,) (i=1,2,…,n) ,证 明 : 
(1)(A4®) xA) xe xA) =A XA x: XA. 
(2) (A xA® xe xA), =A, xA, P xee XA, t. 
19. 设 f:X—Y,g:Y—Z,E (go f)(x) = g(f(x)) ,证 明 : 
(1)(gsf)(A)(z) =V falx e g(f(4.))|, A e F(X); 
(2)(g° f) (B)(z) =V lalz e f'(g'(B.))], B e F(Z). 
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83.1 工 型 模糊 集 及 其 分 解 定理 


定义 3.1.1 设 X 是 集合 ,(L, 人,V ) 是 格 , 则 映射 
A:X—L, x—A(x) 
称 为 X 上 的 一 个 工 型 模糊 集 , 简 称 L— F R. 此 时 ,X 称 为 论 域 ,L 称 为 值 格 , V x e X, 
A(x) 称 为 x 关于 4 的 隶属 度 . 
了 上 的 上 型 模糊 集 全 体 记 为 F(X) L, B 
F,(X) =]A|A:X>L} (3.1) 
定义 3.1.2 设 4,BeF,(X). 
(1) 若 VxeX,A(x) 所 B(x) , 则 称 4 包含 于 B, 或 称 B 包 含 A, 记 为 4CB; 
(2) 若 VxeX,A(x) = B(x) , 则 称 4 FI B 相等 , 记 为 4=B. 
显然 ,4 = BeACB H BCA. 
定义 3.1.3 设 4,BeF,(X),Yxe 久 ,定义 


(1) (AUB)(x) =A(x) V B(x) (3.2) 
(2) (AnB)(x) =A(x) AB(x) (3.3) 
分 别称 为 4 和 B 的 并 和 交 . 
如 果 工 是 完备 格 ,14, |te T} CF,(X) , 记 
(3) (UA) (x) = VA,(z) (3.4) 
(4) (NA) (x) = AA, (x) (3.5) 


分 别称 为 14, | t e T) 的 无 限 并 和 无 限 交 . 

定义 3.1.4 设 格 上 人 上 有 逆序 对 合 对 应 “”, Y xe X,iE 

A'(x) = (A(x))' (3.6) 

称 4 为 4 的 补 集 . 

由 于 F(X) 上 的 运算 U ,mn ， 基 由 工 上 的 运算 V ,人 ,' 定 义 的 ,所 以 (L, A, V) 
是 格 , 则 (F(X) ,人 ,VV ) 是 格 ; 若 工 是 分 配 格 , 则 已 (X) 是 分 配 格 ; 若 世 是 完备 格 ， 
MUJ F, (X) ETER EL, A,V，) 是 具有 逆序 对 合 对 应 的 完全 分 配 格 , HI 
(F(X), 0, U，) 也 是 具有 逆序 对 合 对 应 的 完全 分 配 格 , 即 F, (X) ERR. 
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例 3.1.1 设 L=P(Y), 令 
A:X—P(Y) 
由 于 (P(Y) ,mn,U) 是 完全 分 配 格  MU( F. (X),n U ) 也 是 完全 分 配 格 . 此 时 ,4 的 
隶属 函数 的 值 是 了 的 子 集 ,4 称 为 X 到 P( 了 的 集 值 映射 . 
例 3.1.2 设 L=Fioi(X) 是 X 上 的 模糊 集 全 体 , 令 
A:X—F., (X) 
是 和 上 的 二 型 模糊 集 . 此 时 ,4 的 隶属 度 A(x) 是 XX 上 的 一 个 模糊 集 . 
例 3.1.3 i L=|[a,b]|asb,a,be[0,1]},Y[a,b],[c,d]e L, €X 
[a,b] s[c,d]&asc, bsd 
MJ(L, =<) Æ, X E X 
([a,b])'=[1-b,1-a] 
是 上 中 的 伪 补 . VY[a,,6,] e L(te T) ,定义 
Manb] = Ve Vb 
Aiad] = LA AA.) 
则 工 是 完备 格 , 即 工 是 具有 伪 补 的 完备 格 . 令 
A:X—L 
则 (F.CX), 人 ,VYV,') 是 具有 伪 补 的 完备 格 ,4(x) 是 [0,1] 中 的 一 个 区 间 数 . 
定义 3.1.5 iAecF,(X),VAe L, 
A,= {xeX|A(x)>=A| (3.7) 
A, = {xeX|A(x) > 人 | (3.8) 
分 别称 为 工 型 模糊 集 4 的 A REA A 强 截 集 . 
显然 , (1)4, CA, C X. 
(2)V, eL, A Su, i] A CA, A. GA, ,4, CA,. 
定理 3.1.1 设 L 是 格 ,4,BeF,(X),VAeL, 则 : 


(1) (AUB), D4,UB, (3.9) 
(2) (ANB), =A,NB, | (3.10) 
(3) (AUB), 24, UB, (3.11) 
(4) (ANB), SA, NB, (3.12) 


证 明 只 证 (1)、(2) ,其 他 类 似 证 明 . 

(1)VxeA,UB,=xeA, ië xe B=>A(x)>AÀ W B(x) >=À=A(x) V B(x) > 
A=(AUB)(x)2A=xe (AUB), r AUB C(AUB),. 

(2)Vx=e (An3B),e@e(AnB)(x) >A@A(x) AB(x) >À @A(x)>A H 
B(x) =2Àe@xe A, H xe B,es<e A. B. ,所 以 (4nB) =A, NB,. 

E L RPF 4 , 易 证 定理 3.1. 1 中 的 4 个 式 子 等 式 成 立 . 

定理 3.1.2 B LEÆKZER,lA |teT} CF, (X), VàeL, W: 
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(1) (UA) DU(4), (3.13) 
(2) (nA), = (A), (3.14) 
(3) CUA), DUC), (3.15) 
(4) (OAD, EAC), (3.16) 
若 了 上 是 稠密 的 完备 格 ,(3) 的 等 号 成 立 , 即 

CUA); = UA), (3.17) 


证 明 只 证 (2)、(3) ,其 他 类 似 证 明 . 

(2) Yre (QA,), SNA) (x) ASAA) >A Vie T,A,(z) ZA V: e 
Tix e (A,) Sx e Q) PTAC OA) = Q) 

(O) Yre YMD, Ite T xe (4,), > Jire T,A, (x) >AS VA (2) >) => 
(YA) (x) >À=xze (UA) ,UU (4) CCUA). 

若是 稠密 格 ,(3) 的 推导 过 程 的 逆 全 成 立 , 故 ( UA), = UA), 

定理 3.1.3 B LEKER, AEF(X), la te T| CL, Ve, =a, Na, =B, 


则 : 
(1) a = NAa, (3.18) 
(2) A, 2 U Aa, (3.19) 
(3) ACOA æ, (3.20) 
(4) A2 UA a, (3.21) 
若 虐 是 秽 密 的 完备 格 ,(4) 的 等 号 成 立 , 即 
Ap = UA a, (3.22) 


证 明 只 证 (1)、(4) ,其 他 类 似 证 明 . 
(1) 因 为 Ve, =a= Vte T,a,<a=A,CaAa,=>A, C NAa,. 
肥 之 ,Vxe NAa => Vt e T,zx e Aa,=> V te T,A(x) Za,=A(x) > V a = a= 
te tef 
xe 4 一 NAa, CA, ,所 以 A. = NAa,. 
(4)V xe UAa,= JteT,xeAa, s 3te T,A(x) >a, A(x) > Ae, =8=> 
xehg, 所 以 ,U Aa, C4,. 
B teT ` 
若 工 是 稠密 的 完备 格 ， 
Vxe A=A(x) >B = Aa,> dieT,A(x) >a, > B= 3teT,x ea, > 
xe UAa, A; C UAa,, PTL A, = UAa,. 
teT - teT ` reT “ 
推论 3.1.1 R LEXE, AEF (X), W: 
(1) A, = n A, (3.23) 


acA 
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(2) A.2 UA, (3.24) 
(3) A.C nA, (3.25) 
(4) A, 2 UA, (3.26) 
若 上 是 稠密 完备 格 ,(4) 的 等 号 成 立 , 即 

A, = UA, (3.27) 
定理 3. 1. 4( 分 解 定理 1,2) 设 工 是 完备 格 ,4s F,(X) , 则 : 
(1) A= UAA, (3.28) 
(2) A2 UAA, (3.29) 
若 工 是 稠密 完备 格 ,(2) 的 等 号 成 立 , 即 

A= UAA, (3. 30) 
证 明 (1) (UAA) (x) = V (A AA.(2)) = V. AAA, C) ) 

= V A=A(x). 


A(x)>AÀ 


所 以 4= U AA,. 

(2) VAeL, 因 A, CA, 

A(x) = V (AAA, (x)) V (A VA, (x)) = (UMA ) (x) PA UAA,. 

若 了 是 稠密 的 完备 格 . 
(UAA,)(x) = VANMA (x)) = V (MANA (x))= YA=A(CX) 

所 以 4 = UAA. 

定理 3.1.5 iz L SC 38.A,Be F,(X),W: 


(1) ACBeV)àAeEL,IA, CB, (3.31) 
(2) A=BeVhàAeL,A, =B, (3.32) 
若 志 是 稠密 的 完备 格 , 则 : 

(3)  AGBeVAeL,A, GB, (3.33) 
(4) A=BeVàAeL,A, =B, (3.34) 


证 明 因为 4(x) = V (AAA,(x)), B(x) =V AAB, (x)), 

(1)ACBe Vxe X.A(x) SB(x)&æYxeX,A, (x) <B, (x)@eA, CB,. 

(2)4=BeVxeX,A(x) =B(x)e@>Vxe X,A (x) =B,(x)@A, = B.. 

(3) 和 (4) 的 证 明 类 似 . 

定理 3. 1.6( 分 解 定理 3) 设 工 是 稠密 的 完备 格 ,4e F,(X) ,车 映射 H: L— 
P(X) 满 足 : VA eL,A4, CH(A) C4,, 则 : 

D) A= UAH(A) (3.35) 

(2) A SA,=H(A,) CH(AÀ,) (3.36) 
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(3) = N H(e) (Az=0) (3.37) 
4, = U H(a) (A 1) (3.38) 
证 明 (1) VAeL,#H TA, CH(A)CA,,8 A= UAA, C UAH(A) S UAA, 
=4, 所 以 4= UAHC(A). 
(2) Sà >H (A) CA, CA, CH(À,). 
(3) A #0 B}, Va <à, H(a) 2A, 24,1, HIE N H(o) 24. 又 因为 
QH) € nA, =Á, 
所 以 A, = Q H(o). 
另外 ,A 关 1,VYa>A,4 DA 28(a) , 则 4 2U H (a). 


a = 


VxeA,=A(z) >A—=> de e L, Alx) >a > À,= JaeL,xeA, C H(a)=Ə 
xe UH(a)=A, € U H(oe). 所 以 A, = UH(o). 
w >À ` a> - “> 


83.2 工 型 模糊 集 的 表现 定理 


定义 3.2.1 设 X 是 论 域 江 是 完备 格 , 若 映射 HLPA) WE: 
(1)YA, eL, A<, 


H(a)SH(À) (3.39) 
(DÆ lA, lte TI GL,A= VA,,MI 
NH(A) S Q H(oe) (3.40) 


则 称 恕 是 X 上 的 一 个 工 型 集合 套 ,X 上 的 工 型 集合 套 全 体 记 为 H, (X). 

注 : 若 L 是 稠密 的 完备 格 , 由 式 (3.39) 可 以 推出 式 (3.40). 

事实 上 ,Vxe NHA, =>VteT, xe H(A), H FA= VA M Ya<a, Jte 
Tra <À, <A W Va<A, zeH a)r NHA). MANAHA) NH(a). 

定理 3.2.1 LEZER, VAeF,(X),— 

(1)YAàeL,H(A) =A,; 

(2) VA eL,H(A) =A,. 
则 互 都 是 XX 上 的 工 型 集合 套 . 

证 明 (1) BRA SA,=H(A,)SH(A,). iZ 

A= VA ze QH(A,)= Vie T,z e A= Vie T,A(x) >À ,=>A(x) > VA, = 
A=xeA Va<A,red,=H(a)=xre NH(a). 

PELAN HCA) C G ECa)， 

同 理 证 明 (2). 
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定理 3.2.2 设 上 是 稠密 的 完备 格 ,着 YaeL,4。CH(a)C4.. 则 有 是 XX 上 
的 一 个 工 型 集合 套 . 
证 明 ÆA Sà M 
H(à,) CA CA, GH(A,) 
WA = NVA M 
NHA.) E QA, =A, = Q H(a) 
故 五 是 上 型 集合 套 . 
定义 3.2.2 A LETEM, H ,H,e H,( X). 
(1) 若 YAeL,H(A)CH(A), 则 称 H, 包含 H, wA H, CA. 
(2)2*:5$+ó) WA eL,H (A) =H, (à), WFK H, 和 H, 相等 , 记 为 H, = R,. 
显然 ,(H.(X) ,ES ) 是 偏 序 集 . 
定义 3.2.3 设 i 且 |te7T}CH,(X),VAeL, 定 义 
(NA) (A) = NAHA) (3.41) 
定理 3.2.3 RIH, |teT}] CH, (X), WAA, e H,(X). 
uE BJ FAS WYteT,H, Ca) CHA) KAOH, (e) AHA), A 
(CNH) u) ENH) A). 
男 外 , 令 入 = VAs RIJ H, e H(X) WAHA.) ENAC), TÆ 
MN NH(A)EN NH(a) 


从 而 n NH À,) Sn NH,(a) 

妈 ACOH) AE Q (OH. Ca) 

所 以 MH, e H,(X). 

EX 3.2.4 ÜWI[H,|:e T|] C R,(X) ,分 别称 : 

(1) QH, (3.42) 
(2) UH, =N|HeH,(X)|YteT,H,CH)} (3. 43) 


为 18, | te 下 的 交 和 并 . 

注 :由 于 U1 有 |te 了 7} 通常 并 不 一 定 属于 H,(X) , 故 U 凡 由 式 (3. 43) 定 义 . 

代数 系统 (H,( 关 ) ,站 ,UU ) 在 式 (3.42), 式 (3.43) 的 定义 下 是 完备 格 ,H,(X) 
的 最 大 元 记 为 天 ,最 小 元 记 为 好, 即 YA e L 

X(A) =X, @(A)=@ 

定义 3.2.5 设 工 是 完备 格 ,V H,,H,eH,(X) ,在 H,(X) 中 定义 关系 “~ ”为 : 

VAeL 
Hi~HoNH(a)= NH, Ca) (3.44) 
容易 验证 ” ~ "是 瓦 (X) 中 的 等 价 关 系 . 
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vHeH,(X) , 记 


[H] =H, e H,(X) | H, ~H} (3.45) 
H;(X)=|[H]]HeH,(X)| (3.46) 
定理 3.2.4 BLERRIE, M)V He H,(X), 有 : 
(1) UH(a) = U QH) (3.47) 
(2) MH(a) =N YHB) . (3.48) 


证 明 (1) 若 B <a,H(a) CH(B) ,由 MJ H(a) C Q H(8) ,从 而 
YADE U HC. 


另外 ,由 了 上 的 稠密 性 ， 当 w>A HF, Jael, a>p>A, 则 H(a) CHa) EH(A), 
从 而 — QH(0)SCH(u) C UH(e) k U QH) C U Hla). 
FAY, BH) = Y Hla): 
同 理 证 明 (2 ). 
定理 3.2.5 设 了 是 稠密 的 完备 格 MVY H H, eH, (X), VÀ e L 有 
H, - H, U H, (Ca) = UR,(a) (3.49) 

WA PBI H, ~He NH (a) = NH,(a) 从 而 

Y Hla) = U ( Q H,(8)) =U(COR(8))= UH (a). 
BZ W UH (e) = U MCa). 
AT Q Hla) = Q ( U H,(8)) = Q (U H,(8)) = QH Ca), PE DL H, ~ H. 
定理 3.2.6 设 工 是 稠密 的 完备 格 ,Y 豆 < 下 (X) , 记 


Fa(A)= Q H(e), Falà) = UH(a) (3.50) 
BUJ(1)F, 和 Fs B[H]WE-— ME, H Fy, Fy e H (X). 

(2)VHe[H], F,SHCF, (3.51) 

(3)A <£, F,(g) SF, (A) (3. 52) 

(4) GF (e) = QF, (e) =F,(A) (3.53) 

UFs(a)= U F,(e) =F, (A) (3.54) 


证 明 (1) 由 等 价 条 件 式 (3.44) , 式 (3.49) 知 ,Fr 和 F, 被 [二 ] 唯 一 确定 . 
Và meL, À <u,MJ H(a) CH(A), 从 而 
F, (u) = NH(a) E NH(a) =F,(A) 
Fup) = U H(a) C U Hla) =F,(A). 
itla, lteT] CL B A= VA, M 
OEA) =A Q HB) =N {HC(B) | YteTB <A} EN [HB) |B < V AÀ 


=N IH) |B < Al = Q HO) = FA) € n Fro) 
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所 以 F, eH,(X). 
由 于 Va>A,H(a) CH(A) M] F,(A) = U H(a) CHCA), Aii 
GE (AS NHAC AHC) = Q YA) = NFC) 
所 以 Fs e H,(X). 
(2) 上 面 已 证 VAeL,Fy(A)CH(A), 故 FsCH. 因 为 Ya<A,H(A)CH(a)， 
故 H(A)E MA(a) =F,(A) ik HCF, A Fy CHC F,,. 
GJE A <a hF L BDE, JacLA<a<u WJ H(u) CH(a) CHO) 从 
而 
F,(a) = NHC) CH(e) C U H(B) =F, (A). 
(4)VAeL 
QF (e) = Q YHE) = Q H(a) =F,(A) 
QF (e) = Q QAC) = NHB) =F,(A) 
UA Fala) = Q F, (a) = F,(A). 
同 理 证 明 U F, (a) = UF,(e) =F, (A). 
为 了 定义 等 价 类 的 运算 , 现 证 明 并 、 交 运算 与 代表 无 关 . 
定理 3.2.7 设 工 是 稠密 的 完备 格 , H, H’ eH,(X)(te T), B YieT,H,~ 
H; , Wl 


(1) QH, ~ nH; (3.55) 
(2) UH, ~ UH; (3. 56) 


证 明 (1)H T V:e T, NH,(a) = NH; (a) , 则 
a< e“ <A 
N (NH)(a) =N NH, (a) =N nH,(a) =N NH (a) 
a<A FE 了 a<A ta T teT a<À tef a<À 
=n (NH (e) ) =N (n H: )(e) 
wa <À ieT a<A ter 
所 以 ,NH,~ NH,. 

ter tef 
(2) 由 于 Vie7， UH, = UH , 则 


U (UH)(a) =U UH(a) =U UH(a) =U UH? (o) 
a>A tef tef a>A teT a>A 


TIE O = Y, CYA Co 
FELUM, ~ YH. 
定义 3.2.6 设 工 是 稠密 的 完备 格 . 
(1) V[H],[R,] eH; (X), 若 VY H e [B,] ,H,e [H,] ,B, C BH, ,WJPK[ H, 43 
含 [Hi], 记 为 [Hi] CS[4,]. 
(DA ILH,] |teT} CH; (X), 32 
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QIR] = [AH] (3.57) 
ULA] =L UH] (3.58) 


分 别称 为 集合 套 类 |[H,] |: e 7 的 交 和 并 . 
由 于 集合 套 类 的 运算 是 由 集合 套 的 并 、 交 运算 定义 的 ,所 以 , 当 工 是 稠密 的 完 
备 格 时 , (Hi (X) ,mn,U) 是 完备 格 . 
定理 3. 2.8( 表现 定理 ) 设 工 是 稠密 的 完备 格 , 令 
f.HI(X)—F,(X),V [H] e H; (X) 


Jf([H]) = UAH (A) (3.59) 
则 f 是 Hi (X) 到 F(X) 的 双 射 , 且 YVAeL 

(f([H])), = Fn(A) (3.60) 

(f([H])), =F,(AÀ) (3.61) 


UERR 先 证 /是 映射 
VvV [Hl eH; (X), N F,(ÀA)CH(A)CF,(À),MI 
UA F,(A)C UAH(A)C UAF,(A) 
HF LERRO, YAeL-10),3aeL,0<a<A, 且 F(A)CF(a), 则 
AFOD = Dio AFCA) C Ue Fula) 

所 以 UAFulA) = UA Fa(A) = UAHA). 

由 于 Fu,Eow ,被 [HH] 唯 一 确定 ,从 而 

fA(LH]) = UAH(A) 

是 唯一 的 , 即 / 是 映射 . 现 证 (/([H])), =F,(A),O([H])), =F,(A). 

VxeFy(A), 由 AL[H]) = UAF (A) H 

f([H])(z) = VaAFs(a)(x)>ANF(A) (x) =A 

则 xe (/([H])) ,BB F(A) SALH)),. 

RZ,Vxe /([H])),,BB(/(IH]))(x) > A. m 

(/([H]))(x) = V AAF, (A) (x) = V l) |xe F,(A)] Aa>A 
则 3 1X4,|te7Ti, 使 VA,=a, 且 xe F,(A)( Vie T), 
xe NPA)C F ,(A) = Fra) CPa(A) 

由 此 (fA([H])), SF (A) PTA OA LEHI)), = F(A). 

同 理 证 明 (f(LH])), =F). 

最 后 证 明 f 是 双 射 . 

设 [Hi],[H,] eHi(X), 若 AL[H,] =f([H,]), 则 

F, (A) = (/(LH,])), = /([H,])), =F,,(A) 

BDH Ca) = NH (Ca) , 故 H, ~ HH, 所 以 [H,] =[ 有 下 ], 即 /是 单 射 . 
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YAeF,(X), 令 Hi:L—P(X) 为 YAeL 
H(A) =Á, 
W HeH, (X), ILH] e Hi ( X) ,使 
f([RB,]) = UAH,(A) = U AA, =A 

于 是 /是 满 射 ,所 以 /是 双 射 . 

定理 3.2.9 设 工 是 稠密 的 完备 格 , 则 代数 系统 (Hi (X), 阁 ,UU ) 和 (F(X)， 
n ,U ) 同 构 . 

证 明 由 定理 3.2.8 ü.f:H;(0—F,(X).fC([B]) = VARCA) EIRG. WES 
是 同 态 映 射 . 设 {[H,] |te T]1 S H; (X), 记 

JCH) =A,,f(H) = QA, 

则 F,(A)= U), (QA), = Q (A), = NFA)), = OF,,(A)= (QF,)(A) 
即 Fy= QF, 
由 此 f( QR.) SPOE m) =f(F,) =A) = QA, = Q f) 
所 以 KOLD =f([ QH,]) =A OH) = Q f(H,) = Q /([R,]). 

现 证 A ULHI =Ü /([RB,]) 

VieT, H,G UH,,W[H,] S[ UA] =U[R,] ,k f(LR,]) SA U [R,]) ,所 以 

ALHT) Sf(UIR,]). 
反之 ,由 于 /是 满 射 , 3[H] e H; (X) ,使 
fG(LH])= U /([R,]) 
于 是 fCU[B,]) sAN 1[H] | YteT, [H] C [H]1) 
=N{f([HI)| VieT,[HICLH)! 
因为 Vie7T,[H]S[H], 则 UL[H]SLH], 从 而 
AULHI) Cf([H]) = U, ALHY). 


所 以 fCU[RB,]) = U ALH]) 
Ep (H(X), N, U)=(F,(X),N,U). 


推论 3.2.1 D L EE 88 36% 0 e S 48. V He H,(X) ,f( H) = UAH(A). 则 了 是 
已 (X) 到 无 (X) 的 满 同 态 映 射 , 且 : 


(1) ((H)), CH(A) C (/(B)), (3.62) 
(2) (/(H)), = QH(a) = F,(A) (3.63) 
(3) CD) = U H(a) =F, (A) (3.64) 


83.3 工 型 模糊 集 的 模 系 运算 


设 (L, 大) 是 偏 序 集 , 并 设 工 有 唯一 的 最 大 元 1 和 最 小 元 0. 


第 3 章 LARME 一 
车 映射 人 :LxL-> 上 满足 : 
(1) A(0,0)=0, A(1,1)=1 
(2) A(a,b) = A(b,a) 
(3) asgsc,b=d, W Ala,b)&A(c,d) 
(4) A(A(a,b),c) s A(a,A(5b.c)) 


则 称 人 入 为 上 中 的 一 个 三 角 模 . 
#VaeL,A(a,1) =a, 则 称 子 A 为 了 模 , 记 为 了 ; 
#VaeL,A(a,0) =a, MRT AH SI, iA S. 
ER N:L 一 上 满足 : 


(1) Va,beL,asb, M N(b) SN(a) 
(2) Vael, N(N(a)) =a 
则 称 N 为 工 中 的 伪 补 . 


定理 3.3.1 工 上 的 了 模 和 3 模 满足 两 极 律 , 即 Yea ez 
T(a,0) =0, S(a,1)=1 
证 明 HT T(a,1) =a, 则 7T(0,1) =0, 又 由 单调 性 知 
0=T(0,0) <T(0,a) <T(0,1) =0 
故 T(a,0) = T(0,a) =0 
同 理 证 明 S(a,1) = 1. 


N EÈ LPAR TA S Æ LPH TRM SA EWE: Va, beL 


N(T(a,b)) =S(N(a),N(b)) 
N(S(a,b)) =T(N(a), N(b)) 
MEK TA SKF N 相互 对 偶 ,简称 为 对 偶 . 


(3. 


(3. 


(3. 


(3. 


(3. 


(3. 


(3. 


(3. 
(3. 
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65) 
66) 
67) 
68) 


69) 
70) 


71) 


72) 
73) 


定义 3.3.1 PD(L,< )A MP E .T,S Æ LPR TRM SRN 为 L 中 的 伪 


补 , 若 7 了 ,S XF N 对偶, 则 称 ( 工 ,3S, 了 ,N) 为 工 型 模 系 . 
(1) 若 满足 ;VaeL 
T(a,a) =a, S(a,a) =a 
JIJ ER 2 $t Sp ES Z. 
(2) 若 满足 :Ya,beL 
T(a,S(a,b)) =a 
S(a,T(a,b)) =a 
则 称 为 吸收 模 系 ， 
(3) 若 满足 :Ya,b,ceL 
T(a,S(b,c)) =S(T(a,b),T(a,c)) 
S(a,T(b,c)) =T(S(a,b),S(a,c)) 
则 称 为 分 配 模 系 . 


(3. 


(3. 
(3. 


74) 


75) 
76) 


(3.77) 
(3.78) 


定理 3.3.2 设 (L,<) 是 偏 序 集 , 则 LL 上 的 分 配 模 系 是 吸收 模 系 ,吸收 模 系 是 
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证 明 若是 分 配 模 系 , 则 Ya,beL 
T(a,S(a,b)) =T(S(a,0), S(a,b) =S(a,T(0,6)) =S(a,0) =a 
S(a,T(a,b)) =S(T(a,1), T(a,b) =T(a,S(1,6)) =T(a,1) =a 
所 以 也 是 吸收 模 系 . 
设 志 是 吸收 模 系 , 则 Yaezz 
T(a,a) =T(a,S(a,0)) =a 
S(a,a) =S(a,T(a,1)) =a 
Jr PA LERTA. 
定理 3.3.3 设 (L, S)EMTR, E L 3 PAARA M Va, beL 
as<beT(a,b) =aesS(a,b) =b (3.79) 
证 明 2 a=b,llja=T(a,a)<T(a,b)=T(a,1) =a, T(a,b) =a. 
反之 , 若 T(a,b) =a, W] a = T(a,b)<T(1,b) =b, asb. 
同 理 证 明 a< beS(a,b) =b. 
定理 3.3.4 LÆR, ML, S, T, N) ERR ROTI GbE RIE LER 
等 模 系 , 且 
T(a,b) =a Ab, S(a,b) =a V b 
证 明 URAIS Z JE R SF 98 R D, HE. 
W L Er SPF AS 8. 由 于 
T(a,b)=T(a,1) =a, T(a,b)=T(1,b) =b 
则 Tla, b) sab. 又 因为 T(a,a) =a, H] a Ab = T(a Ab.a Ab) =<T(a,b) 
W T(a,b) =a Ab. 
同 理 证 明 S(a,b) =aVb. 
由 于 二 关于 V ,和 人 满 足 吸 收 律 , 则 并 关于 $, 了 满足 吸收 律 ,所 以 二 是 吸收 模 系 . 
推论 3.3.1 设 工 是 格 , 若 (2, 和 人 ,V ) 不 是 分 配 模 系 , 则 工 中 不 存在 分 配 模 系 . 
证 明 车 上 中 存在 分 配 模 系 (L,S,7T,N) , 则 工 是 吸收 模 系 和 寡 等 模 系 ,在 宕 等 
模 系 中 ,S=V,T=A, 所 以 (2,A,V) 是 分 配 模 系 ,与 假设 矛盾 , 故 工 中 不 存在 分 
配 模 系 . 
推论 3.3.2 设 工 是 格 , 模 系 (ZL,S,7T,N) 是 分 配 模 系 ,等 价 于 工 是 吸收 模 系 ， 
等 价 于 工 是 寡 等 模 系 ,等 价 于 工 中 的 格 运算 V =S,A =T. 
设 L=[0,1] ,由 于 (L, V ,A ) 满 足 窜 等 律 、 吸 收 律 ,分 配 律 , 则 工 中 不 再 存在 
其 他 满足 分 配 律 .吸收 律 和 智 等 律 的 模 系 . 
定义 3.3.2 设 (L,5,7T,N) 是 模 系 ,在 F(X) 中 定义 运算 由 和 站 为 VA,B = 
F,(X). 
(1) (AWB)(x) =S(A(x) ,B(x)) (3.80) 
(2) (AMB)(x) =T(A(x),B(x)) ` (3.81) 
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(3) A'(x) = N(A(x)) (3. 82) 
则 称 4WB 为 4 和 B 的 S 并 ,4mB 为 4 和 B 的 7 交 ,4' 为 4 的 伪 补 . 
定理 3.3.5 (LS, T, N) ÆRR W(X) U, A, ERR. 
证 明 APZ, OEH S, TEK Br Ë [198 E 8 # P BJ RE pu E. 
现 证 “是 伪 补 和 有 对 偶 律 . 
若 4GB, 则 VxeX,4(x*) 近 BO(xz) ,由 此 
B'(x) =N(B(x)) <N(A(x)) =A'(x) 
BB B'SC4', 所 以 “'" 是 逆序 映射 . 
(A')'(x) =N(A'(x)) =N(N(A(x))) =A(x) 
即 (4')'=4, 所 以 “'” 是 对 合 对 应 . 
由 此 ““” 是 F, ( X) rB BJ 459 +F. 
最 后 证 明 对 偶 律 . V4,Be F,(X) ,x e X. 
(A MB)'(x)=N((A mB)(x))= N(T(A(x) ,B(x)))= S(N(A(x)),N(B(x))) 
=S(A'(x),B'(x)) = (A' WB’')(x) 
(AAB) =A WB’. 
同 理 证 明 (4WWB)'=4'mB'. 所 以 (F(X) ,A ,UW ,') 是 模 系 . 
定理 3.3.6 车 (L,5,7T,N) 是 分 配 ( 吸 收 , 备 等 ) 模 系 , 则 (F(X) ,由 ,站 ，) 也 


是 分 配 (吸收 , 窜 等 ) 模 系 . 
容易 验证 ,从 略 . 
设 工 是 完备 格 ,(L,S,7,N) 是 模 系 , 若 a,e L(neN) ,由 于 5 和 7 满足 结合 律 ， 
记 
Sa, = 5(( Sa) os) (3. 83) 
Fa, =T((Taj),a,.) (3. 84) 
令 5,= Sa,,T, = Ta,(a>2) ,显然 
a =Š <S, Ss (3.85) 
a = TT (3.86) 
定义 
Sa = V S, (3.87) 
Ta, = AT, (3.88) 


G)# Ja, eLa, =1 , Mij Sa, =1,# da, e L,a, =0, 则 Ta, =0. 


m 
'_ 

n’ Ta= Ta,. 
n=l na =1 


(2)#la |neNl| =ia’|neN|i, 则 Sa, = Sa 
n= n=l 
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(3) N[ N(a,) (3.89) 


nge IUE 


N(a,) (3.90) 


E] 


Ta, =0. 


(2) 令 S = Ta, W YneN, Im, eN,f {al ,a,,=,ai} Cla 


= mo? 


Amg | `` ,Qn | , 


于 是 Si;<5,, 则 有 Sals VSS VS. = Sa, 
n=1 1 n=1 n=l 


n= 


tt 


æ 
, 
Sa. 


n=1 


同 理 证 明 S, < Sal ,所 以 Sa, 
(3) H + N Æ Lp, ll 


N [ Ta.) =N [À T, ) 


V NCT,) - V | Ta, ) 


同 理 证 明 N( Sa, ) = TN(a,). 
B LETER, (L, S, T, N) ER la ie rl CL, 记 


Sa, =ViS(a,, a, ) |t e T,1=i=n,neN] (3.91) 
Ta, =AlT(a, ac) lte T,1<i<n,neN] (3.92) 
WIA, |te T} C F,(X) iË 
(UA)(x) = SA,(z) (3.93) 
(mA) (z) = TA, (x) (3.94) 


分 别称 为 14, | ts 下 的 无 限 S 并 和 无 限 T 2. 


定理 3.3.8 设 工 是 完备 格 ,(L,5,7,N) 是 模 系 , {4, |1te7| S F(X), 则 有 
VAeL. 


(1) (v4,),2U(4,), (3.95) 
(2) (V4,), 2 U(A), (3.96) 
(3) (AA), EOC), (3.97) 
(4) (QA), EQ), (3.98) 


证 明 只 证 (1)、(3). 
(1) Vre U(A,) ,= 3 eT,x e (A.),=> 3 e T,A (x) 宇和 A, 所 以 Vie7, 
S(A (x) ,4 (z)) ZA, (x) =A, 


第 3 章 了 型 模糊 集 85 
(UA) x) = SA (x) = VISCA, (2), A (2) ) |t eT, isn} >A 
玫 xe (GA) BTA, UAD C (UA). 
(3) Yxe (QA) = (DA, ) (a) >AS TA, (x) SASA {TOA (x) A, (z)) | 
t eT, 1sisn] A Vr ET, A (x) =A Vr, eT, xe (A,),=x e AC). 
BTA ( AA, ), S Q) 


定理 3.3.9 设 工 是 完备 格 ,(L,S,7,N) 是 模 系 , 若 {a |re T| SL,o = 
Via,|ie7i B=AlaltieT|,VAeF,(X),MJ; 


(1) A, € NAa (3.99) 
(2) A, C NAa, (3.100) 
(3) A 2 UA (3.101) 
(4) A, 2 UAa, (3. 102) 


证 明 ”只 证 (1)、(3). 
(1) YxeA, A(x) gama,(te T)=> VicT,xehAr—re NAa, B 
A, E N Aa,- 

(3) V xe U Aa, => JteT,x eA, Alx) >a, > Bx e hs, 故 hs2 U Aa. 

定理 3. 3. 10( 分 解 定理 ) 设 工 是 完备 格 ,(L,5,7T,N) 是 模 系 , VAe F,(X), 
有 VxeX. 
A(x) = V TOA,A, (x)) (3. 103) 
Hp A, (x) 是 A, 的 特征 函数 . I 

ER NTO AOD) = Y TOA A) = VA, AG. 所 

A(x) = V TOA ,A, (2) ). 


83.4 工 型 模糊 集 的 模 扩 张 运算 


R(X, < ) 是 半 序 集 ,4e F(X) , 若 存 在 xo e XIE Alx) =1, 则 称 4 是 正则 模 
糊 集 . 下 面 假定 用 F (X) EREN WREE. 

定义 3.4.1 ÜWA,BeF,(X),#W R V A eL, 

(1) Vse eA,, 3 eB, 使 Xo S yo (3.104) 

(2)VyeB,,3x, eA, fË x, SY, (3.105) 
则 称 4 F B, WA ASB. 

显然 ,(X, <) EFFE, WF, (X), s) oE F f I B(X, <) EFE, 
(F(X), 三) 是 半 序 集 ,未 必 是 偏 序 集 . 央 为 反对 称 性 不 一 定 成 立 . 
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设 (X,5,7,N) 是 模 系 ,L 是 完备 格 , 在 (F(X), 专 ) 中 引入 运算 : VA,B a 
F,(X) xe X, 


(1) (ASB) (x) = V (AAS(A, B, ) (x)) (3.106) 
(2) (ATB) (x) = V (AAT(A, ,BA)(z) ) (3.107) 
(3) A'(x) =A(N(x)) (3.108) 


其 中 S(4 ,BA ) = {S(x,y) |xeA,,yeB,},T(A,,B,) = {T(x,y) |] xe A,, 
yeB,},S(A, Ba) (2), T(A, Ba) (x) 分 别 表示 5(4, ,B, ),T(4, ,B, ) 的 特征 函 
数值 . 

显然 ,A458B ,4ATB ,A’'e F,( X). 

定理 3.4.1 设 (X,S,7,N) 是 模 系 ,L 是 稠密 的 完备 格 , 则 V4,Be F,(X) ,有 


(1) (ASB), = MN SC4。,B。) (3. 109) 
(2) (ASB), = US(4,,B,) (3. 110) 
(3) (ATB), = Q T(A,,B,) (3.111) 
(4) (ATB), = UT(4,,B.,) (3.112) 


证 明 只 证 (1)、(4)， 
(1) 设 xe 站 5(4。,B。), 则 Va<A,xeS(4。,B8。) 故 
(ASB) (x) = V (Ga AS(A,..B,)(z)) = VleesL|xeS(A,,B.)] >A 
从 而 xe (ASB),,BD O S(A,..B,) C (ASB),. 
# xe (45B),, 则 (458) (x) 宇和 A, 即 
(ASB)(x) = V (aAS(A,,B,.)(x))=V {ael|xeS(A,.,B,.)|>A 
令 Vleel|zeS(A,,B.,)] =8>AÀ 
由 于 工 是 稠密 的 完备 格 , 则 YB <6, de e L, IE 8 <a <6, B ze S(A..B.), AI 
xe NSA. B,) Baxe QS(A,,B,) ,BD(ASB), C nsS(4. ,8.) ,所 以 | 
| (ASB), = QS(A, By 
(4) 设 xs UT(A,,B,) Wa > A se T(A, ,B,) ik 
(ATB)(x) = V (e AT(A,,B,)(x)) =VlaeL|xeT(A,,B,)] >À 
$ xe (ATB), HD UTCA, ,B,) C (ATB) ,. o 
# xe (ATB), , 则 (47B) (x) >A, Bi 
(ATB) (x)= V (e AT(A.,B,)(z)) = VlaeL|xeT(A,,B,)] >À 
故 3a>A,ze7(4。,B。) , 则 xe UT(A, ,B,) ED(ATB), S UT(A, ,B.). 
所 以 (47B)，= UT(4,,B,). 
设 (4,S$,7,NW) 是 模 系 , 记 
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1 x=l 
a={ .11 
10) |; xl (3.113) 
oo “= Q (3.114) 
0, x= Q 


其 中 1,0 分 别 是 X 中 的 最 大 元 和 最 小 元 , 则 1,0 e F,( X). 
定理 3.4.2 设 工 是 稠密 的 完备 格 , 若 (X,S,T,N) 是 模 系 , 则 (F(X),5,7T,') 
证 明 (1) 首 先 证 明 同 一 律 和 两 极 律 成 立 . 因为 
S(A..0.) =1S(x,y) |xeA,,ye0.)}l = |S(x,0) |xzeA,] =|x|xeA,|=4, 
故 (AS0)(x) = V (e AS(A, ,.0,)(x)) = Ve AA, (z) =A(x) 
BJ ASO = A. 
E ATI =4,4S1 =1,470 = 0. 
(2) 由 式 (3. 106) 和 式 (3. 107) 知 交换 律 ASB = BS4 ,47B = BTA RL- 
(3) 现 证 单调 性 , 即 证 4 三 C,B 三 万 , 则 ASB < CSD,ATB = CTD. 
it ze (4SB)。, 则 (4SB) (2) = V IA |ze5(4,,B,)} A46>a, 由 稠密 性 知 
9AeL,a<A <6,ze 5S(4,,B,), 于 是 3xe4,,yeB, ,使 得 z= S(x,y). 由 假定 
Az<C,B<D, 则 jx eC、,y eD,, 使 Xx',y 忆 Y', 从 而 z= S(x,y) <S(x' ,y') £ 
z'eS(C,,D,), 则 (CSD)(z’) = V lÀ |zZzesS(C,,D,)] >e. 
故 z' e (CSD)。, 即 证 明了 Vze (ASB), , 3z e (CSD), {E zsz. 
同 理 Vz'e (CSD),, 3ze (45B),; 使 z<z', 所 以 ASB = CSD. 
同 理 可 证 478 < CTD. 
(4) 证 明 结 合 律 成 立 . 
由 开 的 稠密 性 及 式 (3. 110) 得 
((ASB)SC), = Y S((ASB)),,C,) = U SCU SCAg Ba), Ch) 
= Y, S(S(A,,B,),C,) = Y, S(A,.,S(B,,C,)) 
= US(h,, US(Be,Ce)) = U S(A,,(S(B,C)),) 
= (AS( BSC)).. 
所 以 ,(4SB)SC = AS( BSC). 
同 理 证 明 (4TB) TC =AT( BTC). 
(5) 证 明 “'” 是 伪 补 . 
因为 (4')'(x) =A'(N(x)) =A(N(N(x))) =A(%), 故 (4')'=4. 
若 4A<B, 现 证 B'<A4' Vxe(h4'’)a, 则 4A'(x) >a, 即 4(N(x))>a, 故 N(x) e 
4,, 由 4<B 知 ,3yeB。, 使 N(x) <y, 从 而 N(y) SN(N(x)) =x, 而 且 由 yeB。 
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知 N(y) e (B')。, 即 证 明了 Vxe (4')。, INCy) e (8B'),, 使 N(y) <% 

同 理 证 明 Vye (B')。, IN(x) e (4),, 使 y<N(x). 

于 是 8'<4', 所 以 “是 F(X) 中 的 伪 补 . 

(6) 证 明 对 偶 律 成 立 . 

由 于 ze 7((4)。(B')。) 避 Ixe (4')。,ye(B'),, 使 得 z=7(x,y) 属 
3N(x) eA4。,N(y) eB。, 使 得 N(z) =N(T(x,y)) =S(N(4),N(y)) ON(z) e 
S(4。,B。). 而 

(ASB) (N(2)) = Via|N(z) eS(A,,B,)| 
(A'TB') (2) = VlalzeT((4'),,(B8'),)| 
故 (ASB)'(z) = (ASB)(N(z)) = (A'TB')(z) 

BCA (ASB)' = A'TB'. 

同 理 证 明 (47B)' = A'SB'. 

于 是 ( F(X) ,S,7,') 是 模 系 . 


习 题 3 


1. 设 工 是 格 ,4,BeF,(X),YVAeL, 证 明 : 

(1)(4UB), 24, UB,; (2)(AnB),CA,nB,. 

2. 设 工 是 完备 格 ,|4,lie Tl CF,(X),YVAeL, 证 明 : 

(1) (UA), 2U); (2) (QA), = 04),; 

G) (U4,), 2U(4,),; (4) (0A), EA) 

若 工 是 稠密 的 完备 格 , 则 (3 ) 的 等 号 成 立 . 

3. 设 工 是 完备 格 ,4e F(X) ,证 明 VAELZ， 

(1)4, = QA.; (2)4,2 U4,; 

GD)4 ENA, (4)4, 2 UA,. 

若 工 是 稠密 的 完备 格 , 则 (4) 的 等 号 成 立 . 

4. it 上 是 完备 格 ,HeH(X) ,F (A) = Q H(o) , 记 

Alx) = AGAAF,.(A)(2)) (xe X) 

证 明 A, = F(A). 

5. 设 L 8386002648, VH eH, (X), ESCH) = U AH(A) WER fÆ H, (X) 
到 F DORRAS, HA 

CAB) CHOA)CCH)),; (2)((H)), = QHA) =F, (A); 
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(3) (NED)) = UH(a) =F,(A). 

6. 设 上 是 完备 格 , (ZL,5,7,N) 是 模 系 ,证 明 ， 

(1) 若 3 eT7,a =1, 则 Sa,=1; 

(2) 若 46e7,a =0, 则 了 Ta, =0; 

GJE laihar: laler M Sa, = Sa, Ta, = Ta,; 


ter 


(DN( Ta,) = SN(a),N[ Sa.) = TNC), tri la, e T| CL. 


7. 设 是 完备 格 ,(L,S,T,N) 是 模 系 , 若 

{alteT}CL,a=V la lte T}, B=A IB,lte T| ,VAeF,(X) 
证 明 : 
(1)4。 E nA, ; (2)A; 2 UA; 
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第 4 章 模糊 关系 


8$4.1 模糊 关系 


定义 4.1.1 X,Y EWH, EEFJE X xY 的 一 个 模糊 子 集 称 为 了 到 了 的 
一 个 模糊 关系 ,简称 为 政 关 系 , 记 为 R, 即 Re F( X x Y). 
特别 地 ,X= 了 , 则 关系 RR 称 为 X 中 的 下 关系 , 即 Re F(XxX). 
例 4.1.1 实数 集 R 上 的 x 和 远 远 小 于 y 的 关系 民 为 
0, x= y 
R(x,y) = Ë „100 `! 
(y -x)° 
特别 地 ,车 XX 和 了 为 有 限 论 域 , 则 X 到 了 的 一 个 下 关 系 可 以 记 为 一 个 矩阵 R. 
例 4.1.2 设 身 高 论 域 工 = |140,150,160,170,180] ,单位 是 厘米 (cm). 体重 
PK Y = {40,50 ,60 ,70 ,80| ,单位 是 公斤 (kg). 身高 和 体重 之 间接 近 标 准 体重 的 模 
糊 关 系 可 以 写 为 一 个 表 , 如 表 4.1.1 所 示 . 从 而 可 以 记 为 一 个 模糊 矩阵 . 


> X<Y 


表 4.1.1 
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定义 4.1.2 设 X 和 Y 是 有 限 论 域 , 则 称 X 到 了 的 一 个 模糊 关系 R 为 一 个 模 
WERE. ER F EE, ED 
R:XxY>[0,1] (4.1) 
Z X = lata t Xn a KECY 9230y R= (r;), JE m $T n REE, H 
Visism,0SsSjsn, 
r; = R(x,,y;) 
FOR .O<r <sl,r s x, 和 yy 关于 RR 的 关系 程度 . 
定义 4.1.3 ü R.SeF(XxY), €X 
(1)RCS 当 且 仅 当 V(x,y) e X xY, 


R(x,y) S(x,y) (4.2) 
(2) 尺 =S 当 上 且 仅 当 V(x,y) e X xY, 

R(x,y) =S(x,y) (4.3) 
定义 4.1.4 设 R,SeF(XxY), 定 义 
(1) (RUS)(x,y) = R(x,y) V S(x,y) (4.4) 
(2) (RMS) (x,y) = R(x,y) AS(x,y) (4.5) 
(3) R'(x,y) =1 -R(x,y) (4.6) 


分 别称 为 R 和 5 的 并 关系 , 交 关 系 和 RR 的 余 关系 . 
一 般 地 ,|R,|te T| CF(XxY) , 则 定义 


(UR,) Cy) = V R,(z,y) (4.7) 
( OR.) Cy) = AR,(x,y) (4.8) 


容易 验证 (F(XxY),V ,人 入,') 是 软 代数 系统 . 
定义 4.1.5 设 ReF(XxY),V(x,y)eXxY, 记 
R '(y,x) =R(x,y) (4.9) 
WPK R 为 R 的 逆 关 系 , 或 称 为 转 疆 关系. 
定理 4.1.1 设 R,SeF(XxY), 则 : 


(1) RCSeR CS ' (4.10) 

(2) (RUS) '=R`'US`' (4.11) 
(RAS) =R T'AS (4. 12) 

(3) (R')'=(R')' (4.13) 

(4) (Ri) =R (4.14) 

证 明 只 证 (2) ,其 他 显然 . 

(2) (RUS) '(y,x) = (RUS)(x,y) =R(x,y) V S(x,y) 


=R ''(y,x)VS''(y,x) =(R'!UST')(y,z) 
RUS) '=R`'uUS`', 
同 理 证 明 (RmS) '= R 'NMNS-!. 
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一 般 地 ,|R, [teT}CF(XxY). 


(5) (UR,) = UR;' (4.15) 
(6) (QR) = NR (4.16) 
特别 地 ,R=(m)。。 S= (Sy) mxn ERA E BE , yI 
(1) RCSƏS Vij,r <s, (4.17) 
(2) R=Se Vi,j,r; = s; (4.18) 
(3) RUS=(r,VS,), x, (4.19) 
(4) RMS=(r,AS,),., (4. 20) 
(5) R'=(1-r;)xxa (4.21) 
(6) R =r} ) nxn (4. 22) 
HEP ri sry 
例 4.1.3 arho E -|，， ME 
0.1 0.7 0.1 0.6 
(1)RES,SER,; arus =h, "小 BRASS, 0 中; 
0.1 0.7 0.1 0.6 
COR -人 (os aa) OT -人 3 a] 
0.9 0.3 0.3 0.7 
定义 4.1.6 设 ReF(XxY),VAe[0,1], 记 
G) R =]|(x,y)eXxY|R(x,y) =A} (4.23) 
(2) R, =|(x,y)eXxY|R(x,y) >A] (4.24) 
则 称 R, 为 R 的 和 RE, SR R, 8 RÉI À RE. 
定理 4.1.2( 分 解 定理 ) Z Re F(X xY) ,WI 
(1) R= Y AR, (4.25) 
(2) R= U AR, (4.26) 
(3) R= U AH,(À) (4.27) 


Ae [0,1] 


JEH H,:[0,1]J—P(XxY)B VA e [0,1],R, CH(A) ER,. 
定义 4.1.7 i ReF(XxY),SeF(YxZ),E 3— 4 X j Z J) F £ R> S 
为 :VxeX,zeZ 
(Re S)(x,z) = V. (R(x,y) A S(y,z)) (4.28) 
NFK R o SH RA S 的 合成 关系 ,或 称 为 RA S 的 乘积 . 
定理 4.1.3 设 R,R,,R,eF(XxY),S,S,S,eF(YxZ),0e F(Z xW) ,MN: 
(1) (R。5)。Q@=R。(3S。0O) (4.29) 
(2) Ro (S, U S,) = R> S, Ú R° S, (4.30) 
(R UR,)° S = R ° SUR,° Š (4.31) 
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(3) (R OR) SCR -SNAR o5 (4. 32) 
Re (S, NS,) C€ R° S, n R. S, (4.33) 

(4) # R. G R, , W R o SCR, o5 (4.34) 
# S, C S, , 则 Re S, € Re S, (4.35) 
(5) Rol, =L oR =R (4.36) 
Ro O, = O° R = O (4.37) 

(6) (Re S)? =S”. R7 (4.38) 


其 中 , V x,y e X 
1, x=y 
T(x,y) -fo x= y 
O,(x,y) =0 
证 明 只 证 (1),(2) ,(6). 
(1) V (x,x) e X x W 


((Re S)° 0)(x,w) = V ((Re S)(x,z) A Q(z,w)) 
= V, (( V R(x,y) A S(y,z)) A Q(z,w)) 
= V, V (R(x,y) A S(y,z) A Q(z,w)) 
= V (R(x,y) A (V (S(y,z) A Q(z,w)))) 
= V (R(x,y) A (S° Q)(y,6)) = Rs (Se Q) (x,w) 
所 以 (R。S)。0 = R° (So Q). 
(2) V (x,z) e Xx Z 
(Re (S, U S,))(x,z) = V (R(x,y) A (S, U S,) (y,z)) 
= V (R(x,y) A (S,(y,z) V S,(y,z))) 
= V (R(x,y) A (S.(y,z)) V (R(x,y) A S,(y,z)) 
= (V (R(x,y) A (S,(y,z))) V ( V (R(x,y) A S,(y,z)) 
= (Re S,)(x,z) V (Re S.) (x,z) 
=((Rə S) U (R° S,))(x,z) 
所 以 Re (S, U S,) = R° S, U Re S, 
间 理 证 明 (R, U R,) ° S = Rie SU R, S. 
(6)V(x,z) e X x Z 
(Ro S) (z,x) = (Rs S)(x,z) = V R(x,y) A S(y,z) 
= VS (zy) A R''(y,x) = (S'o R-!)(z,x) 
所 以 (Ro S)? =S. R, 
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一 般 地 ,Re F(X<xY),IR |te TICF(XxY),SeF(YxZ),lS |ie T) GC 
F(Y xZ), 则 ; 


(7) Ro (Ys) =U R° S, , (4.39) 
(8) (YR) °S = UR, S (4.40) 
特别 地 ,R= (ry) axir S = (s5)1x: 是 模糊 矩阵 , 则 

Ro S = (t) mxn = T (4.41) 


其 中 t; = V (r Asi). 


0.2 0.1 

例 4.1.4 R 03 0.2 0.1 S=|0.5 0.3 |, m 
j 4.1. Ü = , =| 0. .3 |, 
loa 0.6 0.2) 0 07 


0.2 0.2 0.1 
Res = [° oo), se a fos 0.3 加 
0.5 0.3 
0.4 0.6 0.2 
一 般 地 , Ro S = S. R. 
例 4.1.5 设 R=-[ HEE PEB 0 7] M 
1 1 0.4 0.4 0.6 0.7 
0 O 
0.4 0.4) 
0.3 0.3 
0.4 0 4 
从 而 (RNS) Q= (Ro Q) n (S° Q). 
定义 4.1.8 设 ReF(XxX), 记 
R° =1,, R' =R, R = Ro R, R' = Ro R, 
则 称 R" X R ÉJ n RE. 
定理 4.1.4 设 R,SeF(XxX), 则 : 
(1) 基 RCS, 则 YneN,R"GS". 


(Rn S): Q = | 


Rons =] 


(2) Rh. R! = Rh*1 (4.42) 
(3) Reo S = So R,HJ( R S)” = Ro S". 
(4) (R°) = (R`!)" (4.43) 


证 明 (1),(2),(4) 由 定理 4.1.3 直接 可 得 . 
(3) 由 归纳 法 得 (R。S) = R'e S' (Re S) = R'e S, MM 
(Re S)' =(RoS)! O (Ro S) = Ro SI. R. S 

=R o S'a Se R =R. Sta R = R. Ro S = R. St 
一 般 地 , (Ro S)" > R" ° S". 
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0.1 0.2 0.2 0.7 
例 4.1.6 设 R= „S= ) M 
0.6 0.4 0.5 0.8 
(R S = [12 ES o: 2) 
0.4 0.6 0.4 0.6 
R? s = (%7 54] (os EI 5. 
0.4 0.4/ \0.5 0.8 0.4 0.4 
所 以 (Ro S) # R°. S°. 


84.2 模糊 关系 的 性 质 


定义 4.2.1 设 ReF(XxX). 
(1) 若 VxeX,R(x,x) =1, 即 人 CR, 则 称 R 是 X 上 的 斑 自 反 关 系 ; 
(2) 若 Vx,yeX,R(x,yY) = R(Y,x), 即 R=R, 则 称 R 是 XX 上 的 下 对 称 关系 ; 
(3)# R° R C R, WEKRE X EK FRAKK. 
定理 4.2.1 ÍR, |teT| CF(XxX), W: 
(1) 若 VieT,R, 是 严 自 反 关系 , 则 UR,,mR, E FARXZ; 
(2)# Vie T,R, £ FIRR WUR, O R, 是 下 对 称 关系 ; 
GJE Vie T,R, Æ FIERAR MNAR, E FERR. 
证 阴 (1) 因 Vie7,R 是 下 自 反 , 则 Vie7,7 SR, 从 而 
LEUR, ENR, 
所 以 UR,, QR, Æ F B 2 £. 
(2) 因 Vie7T,R, 是 Ff 对称 的 , 则 Vie 了 ,R=R,, 从 而 
(VR) = YRT = UR, 
(OR) ü = NR = NR, 
所 以 UR,,R, 是 下 对 称 关系 ， l 
(3) V: e T 
(MR) = (GR): (GR) ER R, C R, 
从 而 (mnR, ) C mR,, 所 以 mR, E FERR. 
一 般 情 况 下 E R,S E X EH FIRER, RUS 不 一 定 是 X 上 的 下 传递 
关系 . 


0.1 0.1 0.1 0.2 
例 4.2.1 设 R=| )， s=| 
0.2 0.3 0 03 


H R’ =R,S =5, 故 RR 和 5S 是 传递 关系 ,但 是 
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0.1 0.2 
0.2 0.3 
即 (RUS) CRUS, 所 以 RUS 不 是 传递 关系 . 
定理 4.2.2 ÜReF(XxX),# RE F B 32 M R° ER 
证 明 因为 
R (x,y) = V (R(x,z) AR(z,y))2R(x,z) AR(x,y) = R(x,Y), 


0.2 x: 


RUS= 
U | 0.2 0.3 


): (RUS) =[ 


即 RC R°. 
由 此 R=ReRCR eR=R,. 
从 而 R = Ro RC Re R = R"*! 
所 以 RGR". 


EH 4.2.3 ER, SeF(XxX), ERS Æ&FARÆZ, WR: SE F B K 2 

证 明 因为 

(Re S)(w,y) = V (R(x,z) A S(z,y)) = R(x,y) A S(y,y) = R(x,y) 
即 RC R。5S, 从 而 ,I CRCR。S, 所 以 R。S 是 下 自 反 的 . 

推论 4.2.1 若 尺 是 上 的 下 自 反 关系 , 则 R° 也 是 外 上 的 下 自 反 关系 . 

定理 4.2.4 设 R,SeF(XxX), 若 RR 和 5 是 下 对 称 关系 , 则 

Ro S Æ F XEK Re S = So R. 
证 明 设 R。S 是 对称, 则 R。S = (Ro S) = S''o R? = S° R. 
反之 , 设 R。S = S。R, 则 
(R。S) =S"'。R "=S。R=R。5S 

所 以 Ro S 是 下 对 称 关 系 . 

推论 4.2.2 车 RR 是 全 上 的 下 对 称 关系 , 则 RR。R” wE X EH FRAR. 

推论 4.2.3 R E X EKW F XFER22 # , MU R" 也 是 X 上 的 下 对 称 关系 . 

定理 4.2.5 设 R,Se F(XxX) 是 六 上 下 传递 关系 , 且 R。S = Seo R, Mj R° S 
是 了 上 的 下 传递 关系 . 

证 明 因为 

(Re S)? = (Ro S)o (Roe S) =R。R。S。S= Ri。S CR。5S 

故 R。S 是 XX 上 的 下 传递 关系 . 

推论 4.2.4 £ R E X EK F fue e MJ R 也 是 上 的 下 传递 关系 . 

定义 4.2.2 设 ReF(XxX), 记 

(R)=N|SeF(XxX)|RES, H PCS)! (4.44) 

则 称 i(R) 是 下 关系 R 的 传递 闭 包 . 

显然 ,i:(R) 是 了 X 上 包含 RR 的 最 小 的 下 传递 关系 . 

定理 4.2.6 设 ReF(XxX), 则 
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(R) = Ü R° (4.45) 
证 明 因为 RGIR) , 则 REC(IR)) ,由 于 六 R) 是 下 传递 的 , 即 
Gt(R))'C:(R) 
从 而 (5(R) ) "CE(KR)) C- CICR), FÆ VYneN, R SIR) ,所 以 
OR CI(R). 
反之 ,因为 | 
(Ü R. (D R) = D Ü (R'e R) = Ü Ü R = Ü, D R C Ü R' 


所 以 UR" 是 传递 关系 . 
又 因为 RC ÜR, B 1(R) 是 包含 R 的 最 小 传递 关系 ,所 以 i(R) Ç Ú R°. 


ik (R) = Ü R". 
定理 4.2.7 设 ReF(XxX), 则 : 
(1) 若 RES, 则 i(R) Ci(5); 
(2) 若 是 下 自 反 关系 , 则 1(R) 是 斑 自 反 关 系 ; 
(3) 若 RR 是 下 对 称 关 系 , 则 i(R) 是 FF 对称 关系 ; 
(4) 若 RR 是 下 传递 关系 , 则 i(R) =R; 


(5) (t(R)) -=i(R-!) (4.46) 
证 明 (1) 由 于 RCS, 则 R*CS", 故 1(R) = UR C US" = 区 3) , 即 
(R) Ci(S). 


(DAX RÆ F AR, R E&F AICR) = Ú R° E F B Z. 


(3) 因 为 及 是 严 对 称 , 则 R" 是 严 对 称 , 所 以 KR) = Ú R° Ë F Xk. 

(4) 由 于 KR) 是 包含 R 的 最 小 传递 关系 ,而 及 是 下 传递 的 , 故 (R) = R. 

(S)G(R)) = (ÜR) = Ü (R) = U (R U) -KR 

定理 4.2.8 设 ReF(XxX), 则 : 

(1)RUL 是 X 上 的 已 自 反 关 系 ,是 包含 R 的 最 小 FF 自 反 关系 ，; 

(2)RUR 是 XX 上 的 下 对 称 关系 ,是 包含 R 的 最 小 下 对 称 关系 . 

证 明 ODAK CRUI, HRUG 是 下 自 反 关系 . 

设 $ 是 包含 及 的 自 反 关系 , 则 RES, AT RULCSUI =S, FA RUL 是 包 
含 R 的 最 小 的 下 自 反 关系 . 

(2) 因 为 (RUR-D)- =R UR=RUR-', 故 RUR-!' 是 对称 关系 . 

ES 是 包含 R 的 亚 对 称 关系 , 则 RES, 故 R- CS- ,从 而 
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RUR 'CSUS =S 
所 以 RU R "是 包含 R Be | F 对称 关 系 . 
定义 4.2.3 设 ReF(XxX), 则 . 
(1) 称 RUL 为 RR 的 下 自 反 闭 包 , 记 为 7(R); 
(2) 称 RUR- 为 尺 的 已 对 称 闭 包 , 记 为 S(R). 
即 
r(R) =RUI, (4.47) 
SC(R) =RUR- (4.48) 
定义 4.2.4 i ReF(XxX),# RE F B. F 对 称 关 系 , 则 称 R 是 上 的 
F HURR. 
定理 4.2.9 (I)ÆVYteT,R, Æ X ERI F HL. WUR, NAR Æ XEK 
FF 相似 关系 . 
(2) 若 只 是 无 上 的 下 相似 关系 , 则 尺 是 上 的 下 相似 关系 . 
由 定理 4.2.1 .推论 4.2.1 和 推论 4. 2.3 直接 可 得 . 
定理 4.2.10 设 ReF(XxX), 则 RUR "UL 是 X 上 的 下 相似 关系 ,而 且 
RUR UL 是 包含 R 的 最 小 相似 关系 . 
证 明显 然 , 从 略 . 
定义 4.2.5 设 ReF(XxX), 则 称 
a(R)=RUR UP (4.49) 
EX E R 的 下 相似 闭 包 . 
定理 4.2.11 设 ReF(XxX), 则 YAe[0,1]， 
(1)R 是 X 上 的 下 自 反 关 系 的 充分 必要 条 件 是 R. 是 X 上 的 普通 自 反 关系 ; 
(2)R 是 上 的 下 对 称 关系 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 站 上 的 普通 对 称 关系 ; 
(3)R 是 半 上 的 玉 相 似 关系 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 上 的 普通 相似 关系 . 
证 明 设 R 是 下 自 有 反 ,F XH, EI R E. F f. 
VAe[0,1] ,因为 Vx eX,R(x,x) =1 宇 和 AA, 故 (x,x) e R ,所 以 R, 是 普通 自 反 
关系 . 
若 (x,yY) eR, M] R(y,x) = R(x,y) 宇和 ,从 而 (y,x) e R,, 所 以 R, 是 普通 对 称 
关系 . 由 此 R, 是 普通 相似 关系 . 
反之 , 设 R 是 自 反 ,对 称 , 即 相 似 , 则 由 严 关 系 的 分 解 定理 
R= Q AR 
R(x,x) = (U AR) a) = V AAR (aa) = V A=1 
e R E F Ë K 3 £. 
R(x,y) = ( M AR ) (x,y) = VA AR (x,y) = AR, (y, x) =R(y,x) 


故 R È F HRR, A R Æ F MDG Z. 


A 
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84.3 模糊 等 价 关系 


定义 4.3.1 设 ReF(XxX), 若 RR 是 下 自 反 ,F 对 称 和 FF 传递 关系 , 则 称 R 
是 世上 模糊 等 价 关 系 ,简称 下 等 价 关系 . 

定理 4.3.1 (1) 若 Vie7,R, 是 上 的 FF 等 价 关系 , 则 R, 是 X 上 的 等 价 

(2) 车 RR 是 X 上 的 等 价 关 系 , 则 R' 是 X 上 的 下 等 价 关 系 . 

由 定理 4.2. 1 、 椎 论 4.2.1 .推论 4.2.3 和 推论 4. 2.4 直接 可 得 . 

定理 4.3.2 设 ReF(XxX), 则 


i(SCR)) UL (4. 50) 
是 站 上 的 下 等 价 关 系 ,i(S(R) ) UH 是 包含 RR 的 最 小 等 价 关 系 . 
其 中 SCR)=RUR-'. 


证 明 显然 :(S(R)) UA E F ARAR. 
由 于 S(R)=RUR "对称 ,由 定理 4.2.7 知 ,1(S(R)) 是 对 称 , 所 以 
i(S(R) ) UL 也 是 下 对 称 . 
现 证 传递 性 . 
(1(SCR))U Iy) e G(S(R)) U 1) 
=i(S(R)) -1(S(R)) U t(S(R)) o Ix U Iye t(S(R)) U K 
=I(S(R)) UT 
所 以 i S(R))UL Æ FIERAR. 从 而 t(S(R)) Ul 是 下 等 价 关系 . 
设 Q 是 包含 R 的 F 等 价 关系 , 则 由 Æ FARA, OLH Q 是 对 称 知 ， 
0O2RUR- =S(R); h Q 是 F 传 递 知 ,0 =:(Q)Ə:(S(R)) , A mi 
021(S(R)) UL 
所 以 上 SCR)) UL 是 包含 R 的 最 小 下 等 价 关 系 . 
定义 4.3.2 设 ReF(XxX), 则 称 z(S(R))UL 为 X 上 RR 的 下 等 价 闭 包 , 记 
为 e(R). ` 


定理 4.3.3 设 R 是 X 上 的 下 相似 关系 , 则 :(R)= UR" 是 X 上 的 等 价 关 
系 , 且 e(R) =i(R). ü 

证 明 由 定理 4.2.7 知 ,i(R) 是 下 自 反 ,FF 对 称 ,又 因为 :(R) 是 玉 传 递 的 ,所 
DL (R) = Ú R° È F EMAR. 

由 于 尺 是 下 自 反 和 下 对 称 , 则 CR,s(R))=R, 由 此 

e(R) =:(S(R))UI =R) Uly = (CUR) UL = U(R UL)= ÜR" =t(R). 

定义 4.3.3 设 R 是 X 上 的 下 等 价 关系 ,VxeX, 令 [x] e F(X) ,使 得 VyeX 
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[x](y) = R(x,Y) (4.51) 


记 
X/R=|[x]|xeX) (4. 52) 
则 称 XAR 为 由 RR 决定 的 FF AE. 

定理 4.3.4 设 RR 是 XX 上 的 FF 等 价 关 系 , 则 X/R 满足 : 

(1) Vx,ye¥,R(x,y) =0=[<x]n[y] =@; 

(2)Vx,yeX,R(x,y) =1e [x] =[ y); 

(3) U lz] = X. 

证 了 明 (1) 若 R(x,y) =0, 则 YzeX 

([x] A [y])(2) =[=](z) A [yl](z) = R(x,z) A R(y,z) 
=R(x,z) A R(z,y) < V (R(x,z) A R(z,y) 
=R。 R(x,y) < R(x,y) = Ü 
帮 [x]Nn[y] =Ø. 
#[xz]rn [y] = @ ,WJ 
R(x,y) =R(x,y) AR(y,y) =|x](y) ALy Cy) =([x]ñly])(y) = 0 
BH R(x,Y) =0. 
(2)# R(x,y) =1 ,JIJ V z 8 X 
[xj(z) =R(x,z) = R(x,z) A R(x,y) = R(y,x) A R(x,z) 
< V R(y,z) A R(x,z) = Re R(y,z) < R(y,z) = [y](2) 
即 [x] C [y]. 同 理 证 明 [Ly]S[x], 故 [*] =[ y]. 
若 [x] = ly], 
R(x,y) =[z](y) =[y](y)=R(y,y) =1 
(3) Vye X, 8 | 
( Y [z])O) = Vls1(y)=[y](y) =R(y,y) =1 
H u [e] =x. 

定理 4.3.5 设 ReF(XxX), 则 RR 是 多 上 的 下 等 价 关 系 的 充分 必要 条 件 是 
YAe[0,1],R, 是 了 上 的 普通 等 价 关系 . 

证 明 ”由 定理 4.2.11 知 尺 是 FF 相似 关系 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 相似 
KR. 
现 证 愉 是 下 传递 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 传递 . 
必要 性 , 设 R。R CR, 设 (x,y) e R,,(y,z) e R,, 则 R(x,y) Z A.R(y,z) = 
A, 于 是 R(x,y) A R(y,z) > A, V (R(x,y) A R(y,z)) = R° R(x,z) 宇和 AA, 从 
而 R(x,z) 宇和 .由 此 ,(x,z) e R ,所 以 及 是 普通 传递 关系 . 

充分 性 ,已 知 R, 是 普通 传递 关系 , 即 V (x,y) eR,,(y,z) eR,, 则 (x,z) eR,， 
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ke R(x,y) >2A.R(y,z) >A, M] R(x,z) >A. VyYEeX, 令 
à =R(x,y) AR(y,z) 
则 Rix, y) >A, R(y,z) >A, HIE, R(x,z) =A =R(x,y) AR(y,z). 
从 而 R(x,z) > V (R(x,y) AR(y,z)) = Re R(x,z) 
HD R. RGR. 故 R 是 下 传递 关系 . 
所 以 只 是 下 等 价 关 系 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 等 价 关系 . 


$4.4 j 39 £E FE 


定义 4.4.1 设 R=(7,)。.。 是 一 个 下 矩阵 . 
(DÆViJ ism, sjan, H 


UFR R Æ F EEE, O. 
(DÆ Vij, l sism, sjn, f 


则 称 R Æ F ZERE, AY E. 
(3) 若 m=n, Vi, j, Lsi jsm, 


1, i=j 


0, ¿J 
WIFE R A= F AMIER, A L 
定义 4.4.2 Ü F 3EBER =(rj),. a S = (s;). a AE X. F EBE 


(1) R+S =(rj +S) mxa (4. 
àae[0,1]) (4. 


(2) AR = (Ary) xa 
称 R+5 为 RR 与 S$ 的 和 ,AR 为 数 和 与 R 的 乘积 . 
其 中 , 当 r; ts 21 h, S r; +s; = 1. 

定义 4.4.3 FEE RSE hri) ne S = (s), EX F $E 


T=(t,), I = Ro S (4. 


其 中 . t = V (ra Aso). (4. 


FER ° S 为 灵 与 3 的 乘积 , 即 关 系 灵 与 8 的 合成 . 


r. =0 (4. 
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53) 


58) 


59) 


定理 4.4.1 FF 矩阵 的 加 法 , 数 乘 法 和 乘法 满足 下 列 性 质 ' YR,S,T,Q@ 是 下 


和 矩阵 
(1) f R+S=S+R (4. 
(2) (R+S)+T=R+(S+T) (4. 
(3) R+0=R (4. 
(4) IR =R (4. 


60) 
61) 
62) 
63) 
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(5) a(BR) =(o8)R (a,Be{d,1]) (4 
(6) (a+B)R=aR+BR (a, Bel0,1]) (4 
(7) a(R+S) =aR+aS (ae[0,1}) (4 
(8) (Ro S)- T = R° (S° T) (4 
(9) Ro (S+T)=R°o-S+R- T (4 

(S+T)°oQ =S- Q +T- Q (4 
(10) (aR) » S = R° (eS) = e(R- S) (a e [0,1]) (4 
(11) IeR=R-1=R (4 


证 明 (8) 是 定理 4.1.3 中 (1) 的 特例 ,只 证 (9) ,其 他 显然 . 
(9)W R=(r,),, S E (s), T = (t) 1xn, 因 为 5+7T 的 第 j 列 为 
(sy Tis tly sy +t)" 

故 R。(S$S + T) 的 第 i 行 、 第 j 列 元 素 为 

N (r A (sy tty)) = V (ra Asy tra Aty) = V (ra Asy) + V Cra Aty) 
EO SET Ro. S+R THRI, BITR- 
FERo (S+T) = R° S + R° T. 

同 理 证 明 (S + T) -Q = S. Q +T. Q. 

定义 4.4.4 设 R=(ry)。xs 是 一 个 矩阵 ,定义 矩阵 

R'=(ri),sm (4 

eh r; = r,. 则 称 R' W RHEE, A R HARR. 

定理 4.4.2 设 R,S 为 F 矩阵 , 则 


(1) (R') =R (4 
(2) (R+S) =R" +S" (4 
(3) (Re $)" = Ste RT (4. 
(4) (aR) =aR (ae[0,1]) (4 


证 明 (1) 是 定理 4.1.1 中 (4) 的 特例 ,(3) 是 定理 4.1.3 中 (6) 的 特例 . 
和 (4) 的 证 明 简 单 ,从 栈 ， 
定义 4.4.5 Ü R=(r,),,. E F EE, A FERE S= (s)... ES 


Ro SoR =R (4. 
则 称 S H RESON F WEB ,此 时 称 尽 是 正则 F EBE. 
. 0.5 0.5 _ /0.6 0.7 _/0.7 0.8 
例 4.4.1 设 R=(0; 0 引 ， -oa "中 -os ' J 


不 难 验 证 R。S。R = R,R。T。R = R, 故 S 和 了 都 是 RR 的 广义 F 逆 矩阵 . 
由 此 到 矩阵 的 广义 正道 矩阵 不 唯一. 
定理 4.4.3 设 R=(7,)。x,, 则 RR 是 正则 下 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 
阵 了 = (ty) axa Fi S= (si) xn， 使 得 


. 64) 
.65) 
. 66) 
.67) 
. 68) 
. 69) 
.70) 
.71) 


.72) 


.73) 
.74) 
75) 
.76) 

(2) 


77) 


F $E 
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ReT=R, Se.R=T (4.78) 
证 明 A REEN FERE, ESX F AERE S = (s) nen ET 
R- SR=R 


JT =S R, MJ Ro T = R. 
反之 ,R。T = R,S° R = 了 成 立 , 则 
R.S.R=R。(S.。R) =RoT =R 
Ék S 是 R 的 广义 F 道 和 矩阵 ,所 以 R 是 正则 下 和 矩阵. 
定理 4.4.4 设 R=(r,),., 是 矩阵 , 令 


X= (Xpt) nxm 
Hh z, = A Ir lrs<rsArsl, 则 RR 是 正则 的 充分 必要 条 件 是 
R- X- R=R 


IERT X E R BJP KU X FREE, ME S ER WUO F AEE, S C X. 
证 明 充分 性 显然 
必要 性 , 设 5=(s,),,。 是 的 一 个 广义 逆 矩 阵 , 则 
RoSo R =R 
而 R。S。 尺 的 第 : 行 、 第 7 列 的 元 素 为 


NK V (r, As.) Ar,;) =y V (r, As, Ari) 


Mer = V V (r Asa Ar) BETT Asu Ary (1Sk=<m,1<p=<n). 
TA, r, Ar; >r M s. <i, 
Sp S&A {ry | r< Tp ATu] =x, 
即 SCX, H 
R=RoSoRCRoXoR 
ATUAR = R。XX。R, 须 证 R22 R- X° R. I Ro X° R 的 第 i 行 、 第 j 列 元 
素 为 
vy, (r, Ax, A ry) 
当 r; = r, ry 时 ,有 
ry, Ax. Ari 
H r; <r, Artt, H xx 的 定义 
x = A fry l ry <T Arl 
知 r Ax, Ari rs 
从 而 VV (r, Az, Ari) =r;, BB) R° X° R C R, TË 
R =R- X° R 
FRL X Æ RWX F EER, HERK X F AER. 
W R = (rj) ne EEN FEE AFER XF EERET, R: To R = R, 
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使 得 
了。 有 R。7 = 了 (4.79) 
MU R #f T B NJ X F KEE. 
定理 4.4.5 ÉER= (r), ASE (s), BE R LRE, BB R. So R = 
R, 则 
T=S。R。S (4. 80) 
E R 的 广义 下 逆 和 矩 阵 , 且 R 和 TT 互 为 广义 下 逆 和 矩阵 . 
证 明 ”因为 
RoeT.R=R.。.(S. ReoS).R=(R.S.R).S.R=R.S.R=R 
TE T R: R JJ” X FEER. 又 因为 
To Ro T =(S»° RoS) -Ro (So RoS) = So (Ro So R) So RoS 
=Sə Re So Ro S =So (RoS R) S=8ə- ROS = T 
所 以 R Æ T BJ 22 FERE, BRATE A F Wika EE. 


§4.5 模糊 纸 阵 的 车 收 化 


ER Enp FE, WR =7R =R, Rt = RoR W Vm, e N,# 
R” o R' = R"* (R")!' = R” (4.81) 
定义 4.5.1 REN IEE FERR 

(1) 车 R? =R, WFK R ARFER, 

(2) 若 存在 到 EN,R" =0, NER ARFER; 

(3) 若 及 ER WK R ARER, 

(F RW r mr (i= 1,2,-: n) , 则 称 尺 为 对 角 占 优 拖 阵 ， 

显然 ,(1)n 阶 下 矩 阵 R REESE BJ HJ R" =0; 

(2)# F EER R 是 短 等 的 , 则 >2 时 ,R* = 

(3) F EBE R Ec 5 MI R C R° C 

(4)# F EE R 是 对 角 占 优 的 , 则 R 是 紧 的 ， Mm RCR C 

定理 4.5.1 ZR En B FER, MWFEERX k.d 使 得 

R= R° (4.82) 

证 明 BERRI R, R, R", 

由 下 矩阵 乘法 的 定义 知 R° 中 每 个 i zx- — EES R pR MEAR, 
设 R 中 互 不 相同 的 元 素 有 5S 个 , 则 RR 和 看 做 S$. n 个 数 的 一 个 排列 . R 也 如 此 ,继而 
VmeN,R" 也 是 如 此 ,而 这 样 的 排列 只 有 有 限 个 互 不 相同 ,于 是 一 定 存在 4d 和 
使 R' = 民生 < 

定义 4.5.2 BERE n IE FER. 

(1) 称 
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min{k | R**t =R*,deN} (4. 83) 
为 R 的 指数 . 
(2) 称 
min|d|R'* =R',keN| (4. 84) 
X R 的 周期 . 
(3)# R 的 周期 为 1, 即 存在 keN 使 
到 和 = R° (4.85) 


NEK R REKA F R', SS ER R ERAH. 

定理 4.5.2 R E n Br FE, ARERR R) R R ERER C 
R), W) R ERK. 

证 明 RCR, WA RCR CGC. 由 定理 4.5.1 知 ,3k,deN, 使 R'' = R°, 
则 

R'CR'’'C...CR'' = R° 

故 R**' =R", 即 RR 是 短 等 的 . 

R° CR 的 情况 同 理 可 证 . 

推论 4.5.1 设 R 是 n 阶 对 和 角 占 优 和 矩阵 , 则 R ER SR yB BE. 

定理 4.5.3 i R E nB; F BE ,JRH k > n Ft 


R'C Ú R" (4.86) 
证 有 明 记 R*= (ri). RIA 


f = V Gr An) 
= YC AG) = Ñ Cra A Cr Ar) = VV COn Ana Any) 
坡地 
ry = V `. V (r A Tija As Ar v) 
-1=1 


j=l 
X k >n it, EE k TB... ,ji-1, PVA 8 FE BJ 8 0 ASTA j =j LRS E 
Thiha Ar Tis Ui+2 A… Ar; -ls 


则 有 
ry Xr; A "Ar Sr; ,A “Ar ,Ar A Vr, 


hiz jk- -uv jsrl dik- 


即 当 j=j 时 ,可 以 减少 s -1 个 因子 , 依 此 类 推 ,总 可 以 使 它 不 出 现 重 复 因子 ,所 以 
总 存在 msn, IË 


a Ar A Ar g Sri Ara A Ar; 
Hoo a ooo 一 一 -一 一 一 
K+ m 个 


从 而 


Tj ik- S y 


n Ar N Ar Ve V (ra Ar A An y) Er 
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于 是 


(m? 


) <r; 


ro = Vo V Cr Ar Ae Ar 


EJ R'C R". 所 以 当 k>n 时 ,R*C Ù R". 

定理 4.5.4 设 n 阶 下 矩阵 R 是 正则 的 , 且 短 收敛 于 R, MFR KER 
义 下 逆 和 矩阵 G ,有 

R'o G+ R' = R° (4.87) 

即 G 也 是 R BJ X F j kE EE. 

证 明 ”由 于 RR 正则 , 则 

ReG.R=R 
HF R*+ =R', W Rt” =R'(meN), FÈ 
Rt o G» R' =R oO (R° Gs R) o R = R® = R° 

所 以 G 是 R' BJP SX. F 3 ka Be. 

定理 4.5.5 gni F EBE R (FH, ff R JU F ER GDI, R E 
RAHI, E Ike N, {E Rt =R. 

证 明 ”由 于 有 RR 正则 , 故 

R-GoR =R 
又 由 于 G27, 则 
=R-G-RODƏR:I-R = R° 

故 由 定理 4.5.2 知 ,R ERRA, BB keN, {ER =R. 

定理 4.5.6 i n Er F IEEE R f T E EWJAJ E T fi R FJ XFER, 
HWER. T = 了。 尺 , 则 丸和 才 收敛 的 充分 必要 条 件 是 了 也 寡 收 敛 WE RA T É 
指数 相等 . 

证 明 DEH, i REKA, BI RO k, BR” = RS MJ EB 4.5.4 NI T 
是 R BU U X S EBE BI 

R” o To Rh = R” 
又 由 于 RR 是 正则 的 , 即 R。T。R = R.B Ro T = T° R, 
R" o T" o R” = Ru O Ti. (Ro To R)REU = RU o TH o R? =e = RË 
上 面 两 式 两 边 相 乘 得 
R" o To R" o R" o Th o R” = Rh. R” 
又 由 T。R =R。T 得 
Rh. TH o RU = R” 
由 于 R" = R", 故 RW = R", 由 此 
R” o T?" oR = Rh 
ERRUER T AR T” 得 
T" o R” o T?! o R“ o T? = T" o Rh. Th 
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h PERE THREUN FEER, MT RoT = T, H T R = R ° TAWE 
T” o R” O T” =T", Ñ 
T™ o R} o T" o R" o Th =(T™" o R” o T")o To R"e T" 
=T" o To R" o Th = To (Tt. Ro T") = T9” 

故 T =T". BD T RKAT T", H RA T HIERE , AEE RY. 

W T RBO k, H T = T'A k, <k. 

由 于 丸和 了 互 为 广义 正道 矩阵 ,又 由 充分 性 同 理 可 证 k < k,, Br A RA T H 
指数 相等 . 


84.6 模糊 分 类 与 聚 类 图 


定义 4.6.1 RÆ ni FER. 
(1) 若 1CR, 则 称 R 为 自 反 和 矩阵 ; 
(2)# R' = 玉 , 则 称 尽 为 对 称 和 矩阵 ; 
(3) 若 R CR, WER DERE; 
(4) 若 RR 是 自 反 的 叉 是 对 称 的 , 则 称 R 是 相似 矩阵 ; 
(5) 若 RR 是 自 反 的 ,对 称 的 和 传递 的 , 则 称 R 是 等 价 矩 阵 . 
显然 ,一 个 下 自 反 (对 称 、 传 递 . 相 似 、 等 价 ) 和 矩阵 对 应 于 一 个 有 限 论 域 上 的 一 
个 正 自 反 ( 对 称 、 传 递 .相似 、 等 价 ) 关系. 
由 定理 4.2.2 知 ,车 RR 是 自 反 和 矩阵 , 则 
ICRCR’C...CR"C-.. 
车 R ERRE, 
RR’ 22RD 
所 以 若 丸 是 自 反 和 传递 矩阵 , 则 R 是 寡 等 的 , 即 R° =R. 
定理 4.6.1 Ü R F n Er FER, N 


(1)R üJ HB K 38 r(R)=RUI (4.88) 
(2)R 的 对 称 闭 包 s(R) =RUR' (4.89) 
(3)R 的 相似 闭 包 a(R) =RUR'UI (4.90) 
(4)R 的 传递 闭 包 (R) = Ü R° (4.91) 
(5)R 0026404), e(R)=t(s(R))UI (4.92) 
(6)R 是 相似 矩阵 , 则 RR 的 等 价 闭 包 

e(R) =:(R)UI =:(R) (4.93) 


定理 结论 直接 由 $4. 2 中 的 结论 得 到 . 
定理 4.6.2 ER E n Bi FER, 


(R) = Ú R" (4.94) 
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证 明 ”因为 以 及) = U R" ,由 定理 4.5.3 知 当 上 > 时 ,RE Ú R", 所 以 


(R) = ÙR” = ( ÜR") U (Ü R") = Ú R”. 
定理 4.6.3 iÉ R E n Br F 相似 矩阵 , 则 存在 最 小 的 正 整 数 k<n, 使 
(R) = R° (4.95) 
且 对 于 一 切 I> k,# fE R* = R'. 
证 明 由 于 RR 是 自 反 矩阵 , 则 RCR E…ER GE…, 由 此 
i(R) = Ú R" = R" 
HT n 有限 , 则 存在 最 小 自然 数 k<n, 使 
t(R) =R" = R° 
# læk, W] RCR, i 
(R) =R'CR'C ÙR” =t(R) 
所 以 R! = R. 
推论 4.6.1 i R R n MAMER, MAEAEA k, (E R FE R 
的 等 价 闭 包 , 即 
e(R) = R' (4.96) 
由 此 ,我 们 可 以 用 平方 法 求 相似 矩阵 的 等 价 闭 包 , 即 求 出 R ,R*,… ,车 首次 出 
现 
R” o R” = R” 
则 e( R) =R”. 
定义 4.6.2 ÜR - (rj), E FERF, Va el0,1], E 
R, =(T;),,x" 
_ l, r = À 
,= ry <À 
则 称 R, 为 R 的 和- 截 矩 阵 ,R、 所 对 应 的 关系 称 为 R 的 截 关 系 . 
FEER 中 的 元 素 只 有 0 或 1 的 矩阵 称 为 布尔 矩阵 ,所 以 FF 矩阵 R 的 入 - 截 矩 
阵 是 一 个 布尔 矩阵 . 
定理 4.6.4 设 R,S 是 下 矩阵 , 则 YAe[0,1]. 


(1) RCSeR, CS, (4.97) 
R = SR =S, (4.98) 

(2) (RUS), =R, US, (4.99) 
(RAS), =R NS, (4.100) 


证 明 (1) R = (r,),.. $S = (s)... ARCS, N R CS. 是 显然 的 . 反之 ， 
ÆRES, W di, Ja (Ë Na >s o WA =s WA 
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故 R ES, F 8. 所 以 R C S. 
同 理 证 明 R = SR, =S.. 
(2) Vi,j, 由 于 
ryV sj>AOr,>A IE sA 
r Nsy>ACr>AB sZ À 
所 以 (RUS), =R US,,(RnS), =R, AS,- 
一 般 地 ,1R'"”|ie T| E: F EERE B , MI) 
(u R ), UR? (4.101) 


(AR? ) = ARP (4. 102) 
tef A ter 

定理 4.6.5 i R,S E F BEBE, VA e [0,1]. 

(Ro S), = R,° S, (4. 103) 

证 明 设 R。S = Q.,R=(r,),. $ =(s;)i Q =y) mxn T Q, = (Gy) mano 

则 
L 
q =leq ze V Ca Asy) SAS dk, Asusa ak,r ZÀ A 


i 
Jk,Ta =1 H S; =le V (ra Asy) =1 


q; -0c7z1eV (Fa As,,) #1e V G, As, ) =0 
所 以 (R. S), = R, ° S,. 

由 定理 4.2. 11 和 定理 4.3.5 立即 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 4.6.6 Ü R E n Br FER, M: 

(1)R 是 F 自 反 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 自 反 和 矩阵,R， 对 应 于 普通 
自 反 关系 ; 

(2)R E F 对 称 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 对 称 矩 阵 ,R、 对 应 于 普通 
对 称 关系 ; 

(3)R 是 下 传递 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 传递 和 矩阵 ,R、 对 应 于 普通 
传递 关系 ; 

(4)R 是 下 相似 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 相似 和 矩阵,R、 对 应 于 普通 
相似 关系 ; 

(5)R 是 下 等 价 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 等 价 和 矩阵 ,R， 对 应 于 普通 
等 价 关 系 . 

如 果 R 是 有 限 论 域 了 上 的 一 个 下 等 价 关 系 , 即 R 是 一 个 FF 等 价 矩 阵 , 由 于 每 
一 个 只 ,描述 了 互 上 的 一 个 普通 的 等 价 关 系 , 所 以 可 以 将 下 进行 分 类 . 4 À JA 1 EE 
至 0 时 ,R, 不断 发 生变 化 ,这 种 分 类 也 贿 之 变化 ,所 以 就 得 到 并 的 一 种 动态 分 类 
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图 像 . 
定理 4.6.7 设 R 是 有 限 论 域 * 上 的 等 价 关系 , 若 和 ,me[0,1], 且 和 <k， 
则 R 所 分 出 的 每 一 类 是 R, 所 分 出 的 某 一 类 的 子 类 , 即 R. 的 分 类 细 于 R, 的 分 
类 . 
证 明 BR, =(P) R = (G) 8 =l, r >u >AM = 1. 
这 说 明 , 若 zx ,ze R R. 归 为 一 类 , 则 “zx dk R, 归 为 一 类 ,所 以 R, 的 每 一 类 
是 R, 的 某 一 类 的 子 类 . 
例 4.6.1 设 X= |x, m xi xa x] ,RR 是 X 上 的 一 个 关系 . 
1 0.4 0.8 0.5 0.5 
0.4 1 0.4 0.4 0.4 
R= 10.8 0.4 1 0.5 0.5 
0.5 0.4 0.5 1 0.6 
0.5 0.4 0.5 0.6 1 
PW R E — 4 FENER. 


令 入 从 1 降 至 0,x;,xj 按 R, 中 的 z=1 328. 2 À = 1 ,WI 
10000 
0 1000 
R =|0 0 1 0 0 
0 0 0 1 O 
0 0 0 Q0 1 
则 相应 的 分 类 结果 是 [x |, |x}, |x| ,zl , {xs|. 若 和 =0.8, 则 
10100 
01000 
R, =l1 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 
| 


0.6 = 


I 
SO o =- O0 一 


第 4 章 模糊 关系 111 


10 11 1 
01000 

R =|1 0 1 1 1 

1 0 111l 

10111 
MERRER at ,x3,x4,xs] o lat Æ À =0.4, W 
1 1 11 1 

1 1 1 1 1 

R. =|1 1 1 1 1 

1 1 11 1 

1 1111 


相应 的 分 类 结果 是 I Xy NI sa Na Xs I . 
总 结 起 来 ,得 一 个 聚 类 图 ,如 图 4. 1 所 示 . 


1 x X X, X, x, 
0.8 
0.6 
0.5 
0.4 
图 4.1 


由 推论 4. 6. 1 得 知 ,着 RR 是 X 上 的 一 个 相似 关系 , 则 用 平方 法 求 出 R 的 等 价 
闲 包 (RR) ,再 用 上 面 的 动态 聚 类 方法 求 得 i(R) 的 动态 分 类 ,由 于 i(R) = R , A Ñi 
得 到 对 论 域 X 的 分 类 是 一 个 近似 的 动态 分 类 . 


84.7 带 约束 的 模糊 关系 


定义 4.7.1 设 ReF(XxX),AeF(X), 若 Vx,ye 针 ,有 
R(x,y) A(x) AA(yY) (4. 104) 
则 称 R 为 约束 4 上 的 模糊 关系 . 
定理 4.7.1 设 R,R,R, 是 约束 4 上 的 下 关系 , 则 R” (meN), R UR,, 
RN R, 也 是 约束 4 E BJ F X £. 
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证 明 因为 Vx,yeXX， 
R"(x,y) = Ve V  (R(xz,a) A RC ra) A A R(x,.y)) 
< V V AG) A AG.) A A AG5)) 


xE 


= Voe V (AC) AAC)) = Ala) AAO) 


xE 


故 R” 是 约束 4 上 的 下 关系 . 
(R,UR,) (x,y) =R,(x,y) VR,(x,y) <A(x) AA(y) 
WR UR, 是 约束 4 上 的 已 关系 . 
同 理 证 明 R n R, 也 是 约束 4 上 的 下 关系 . 
定义 4.7.2 设 ReFf(XxX), 若 Vx,yeX, 有 
R(x,y) <R(x,x) (4. 105) 
MFR R 是 弱 下 自 反 关系 . 
特别 地 ,车 尺 是 nn 阶 严 矩阵 , 则 RR 是 弱 政 自 有 反 等 价 于 RR 是 对 角 占 优 和 矩阵 . 
定理 4.7.2 设 RR 是 X 上 的 弱 政 自 反 关系 , 则 VneN,R"CR". 
证 明 因为 
R'(x,y) = V (R(x,z) AR(2,y))>R(x,x) AR(x,y) =R(x,y) 
W ROR ,从 而 ROR". 
定理 4.7.3 i R JE X LHS FABRA, N] Ro R''(x,z) = R(x,x). 
证 明 因为 
(Re R '')(x,x) =V (R(x,y) A R''(y,z)) = R(x,y) A R''(y,x) = R(x,y) 
对 任意 的 y eX 都 成 立 , 故 R。R (x,x) > R(x,x). 
又 因为 Vrx,yeX ` 
(Re R?)(x,y) = V (R(x,z) A R''(z,y)) 
=V, (R(x,z) A R(y,z)) < V R(x,z) < R(x,x) 
(Ro R ')(x,x) < R(x,x). FI Ro R ''(x,x) = R(x,x) 
推论 4.7.1 £ R R X E F XLPKBS55 8 F 2 # , Vu 
R"(x,x) =R(x,x) (neN). 
定理 4.7.4 车 尺 是 了 ”上 下 对称 的 弱 自 反 关系 , 则 R 也 是 上 的 下 对 称 的 
弱 自 反 关 系 . 
证 明 R" 是 对称 推 论 4.2.3 已 证 . 因为 
R'(x,y) = V (R(x,z) AR(z,y))< V R(x,z) SR(x,z) =R’(x,x) 
R:(x,y) = V (R(x,z) AR (2,y)) < V R(x,z) <R(x,x) =R°'`(x,x) 
由 此 VneN,R"(x,y) S R"(x,x). 
所 以 R” Æ F 对 称 的 弱 自 反 关系 . 
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定理 4.7.5 若 RR(te7T) 是 弹 玉 自 反 关系 , 则 UR,, OR, bE FAKK. 
证 明 简 单 , 从 略 . 
定义 4.7.3 设 尺 是 带 约 东 4 上 的 下 关系 , 若 尽 满足 : 
(1)R ES F BE B 


R(x,x) =A(x) (4.106) 
(2)R Æ F EK. MH R(x,y) =R(y,x); 
(3)R Æ F fe Bl R° C R. 
MERR J. X EñJsS8 F 3462238 Ea (1) 38102), EK X ES F DLS #. 
定理 4.7.6 设 RR 是 约束 4 上 的 下 关系 ,车 RR 是 弱 FF 相 似 关系 , 则 RR 的 传递 


BJ CR) = Ü R" 是 X 上 的 弱 F 等 价 关系 , 即 e(R) = Ü R". 


证 明 ”由 推论 4.7.1. 定 理 4.7.4 和 定理 4.7.5 知 ,i(R) = Ü R° EE F H. 

XMVneN, 
R"'(x,x) =R(x,x) =A(x) 

故 I(R)(x,x) =A(x). 

又 因为 (R) RERE AEE $4. 2 中 已 证 ,所 以 i R) =elR) = UR 是 
X F58 F % fr 2 #. 

定理 4.7.7 若 RR 是 有 限 论 域 X* 上 约束 4 的 弱 F 相似 关系 , 即 

(I)Vii(!l sijan), 

r,<r =A(x.) (4. 107) 

(2) Vij(l gin) ,ry = ri 

则 存在 最 小 的 正 整 数 k<n, 使 e(R) =R' 是 X 上 的 弱 F 等 价 关 系 , 且 当 lk 时 
R*=R'. 
证 明 ”由 定理 4.5.3 知 , 当 h>n 时 ,R'C Ú R", 故 e(R) = U R" = Ú R". 


又 由 定理 4.7.2 知 RCR*C…, 帮 e(R) = Ú R” =R". Hi n 的 有 限 性 , 3ke N, 
R* =R" =e(R). 

E 1> I R'CR', ik el R) =R'CR'C Ú R" =e(R). P R' =R'. 

BWR X = fx yx,AERCE) , 记 


p= MAC) (4.108) 
若是 X 中 约束 4 上 的 弱 下 等 价 关 系 , YAeL0,1],A<j, 则 R 的 和 A- 截 关系 
R, 是 人 上 普通 等 价 关系 . hir A MuE, X R 进行 分 类 ,这 样 就 得 到 了 
的 一 种 动态 分 类 图 . 
例 4.7.1 ÜZ X= jixi,%j z l R 是 约束 4 上 的 下 关系 
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1 0.3 0.4 
=|0.3 0.8 | A=(1,0.8,0.9) 
0.4 0.7 0.9 
显然 六 是 下 对 称 且 是 弱 尺 自 反 的 . 用 平方 法 求 R BERAE (R). 


1 0.3 0.4 1 0.3 0.4 1 04 0.4 
R° = 区 0.8 | 0.3 0.8 0.7|=10,4 0.8 | 
0.4 0.7 0.9 0.4 0.7 0.9 0.4 0.7 0.9 
HFR o R = R?, 故 i R) =R, HR) 是 X 上 的 弱 下 等 价 关 系 , 即 
e(R) = R°. 


因为 有 = AA.) =0.8, 令 A=0.8 


1 0 0 
ro 1 j 


0 0 1 
则 相应 分 类 结果 是 {x,1 ,lx ,lx À =0.7 


1 0 O 
(e(R)),;,=|]O0 1 1 
0 1 1 


则 相应 分 类 结果 是 [x11 , {x,,xsi. 令 入 =0.4 
1 1 1 
ce 1 J 
1 1 1 


84.8 模糊 聚 类 


则 相应 分 类 结果 是 {x, ,x, ,xs|. 


车 RR 是 有 限 论 域 基 上 的 下 等 价 关系 ,VAe[0,1], 对 RR 进行 分 类 ,这 样 的 动 
态 分 类 方法 称 为 模糊 聚 类 ,模糊 聚 类 的 步骤 如 下 : 
第 一 步 : 在 论 域 X 上 建立 一 个 相似 关系 . 
设 X= 1x, ,x,,…,X,| 是 待 分 类 的 对 和 象 全 体 , 每 一 个 对 象 x, eX 有 一 组 数据 
jz 
用 来 描述 x, 的 特征 . 利用 普通 聚 类 方法 中 的 相似 系数 来 建立 已 相似 矩阵 . V x,， 
z; eX, 用 7 表示 x; 和 2 之 间 的 相似 度 ,一般 可 以 选用 下 列 的 一 些 方法 ,从 而 得 相 
似 矩 阵 
R=(r,),., 
(1) 最 大 最 小 法 
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Y (x, A xL) 
_ £ 


= 一 (4. 109 ) 
> (w, V Xa) 


r; 


(2) 算 术 平均 最 小 法 


> (xa A Xa) 
= + (4.110) 


(3) 几何 平均 最 小 法 
> (x, A Xa) 
> N Fikk 


T. 
ij 


(4.111) 


(4) 相 似 系 数 法 
>@ lx, — x, | | xx -x | 


r = (4.112) 


ND DEDS (x, — x;)° 


- _ 1 < _ lë 
其 中 x, = pp x; = Dp 


(5 ) 指 数 相 似 系 数 法 
r; = P) YU | (4.113) 
其 中 X, = ly 
(6) 绝 对 值 指数 法 I 
rj = e À Ka (4.114) 
(7) 绝 对 值 倒数 法 
1, i=j 
C zi (4.115) 
> |x 一 xs | 
其 中 c < min [| > [ra Calip = 1,2...nl. 


(8) 绝 对 值 减 数 法 
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r. = 1- CY |x = x (4.116) 
其 中 C 为 适当 选择 ,使 0<r,<1. 
(9) 夹 角 余 弦 法 
Y rama 
ry = 一 -一 — — (4.117) 
D ra| D a 
(10) 数 量 积 法 
1, i=j 
r; m (4.118) 
pa L = J 
其 中 c> max{ Yam lij = 12| 
(11) 贴 近 度 法 
QO 格 贴近 上 度 法 
1 i=j 
ri = m m 4. 119 
(den) lhe) a yo 
@ 距 离 贴近 度 法 
r = 1 -C(d(x,,x,) ) ° (4.120) 


其 中 C H 是 适当 选择 的 常数 . 如 欧 氏 距离 d(z ,xz ) = Y Ca -2 E oe = > 


(12) 专 家 打分 求 平 均值 法 (德尔 非法 )， 
第 二 步 :用 平方 法 求 R 的 传递 闭 包 iR), 则 1(R) 即 为 R 的 等 价 闭 包 e(R), 通 
过 e(R) 用 入 - 截 集 对 进行 动态 分 类 . 
例 4.8.1 环境 单元 分 类 . 设 每 个 环境 单元 包括 空气 .水 分 土壤、 作物 四 个 要 
素 . 环境 单元 的 污染 状况 由 污染 物 在 四 个 要 素 中 的 含量 超 限度 来 描述 
现 有 五 个 环境 单元 ,这 五 个 环境 单元 的 污染 数据 如 下 : 
RX={1]1, 1, M,N, Vi 为 五 个 环境 单元 . 
I=(5.5,3,2),ll = (2,3,.4,5) II =(5,5,2,3) V =(1,5,3,1), V =(2,4,5,1) 
用 绝对 值 减 数 法 建立 相似 关系 , 取 c=0.1 44 F DUE: 
1 0.1 0.8 0.5 0.3 
0.1 1 0.1 02 0.4 
R=|0.8 01 1 05 0.3 
05 02 05 1 06 
0.3 0.4 0.3 0.6 1 
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用 平方 法 求 传递 闭 包 


1 0.4 0.8 0.5 0.5 
04 1 04 0.4 0.4 

Ri=|08 04 1 05 0.5 

0.5 04 05 1 0.6 

0.5 0.4 0.5 0.6 1 

由 于 R"=R', 故 e(R) = R° 为 下 等 价 关 系 . 

从 例 4.6.1 知 : 

当 0<A<0.4 At, XSA: I, M,N, V}. 

%4 0.4 <A 0.5 时 ,分 为 二 类 :{ 1 ,H N V}, {E}. 

当 0.5<A<0.6 时 ,了 分 为 三 类 :| 1, Wm}, iM, V}, iI}. 

340.6 <A <0. 8 时 ,大分 为 四 类 :1 工 , 亚 上 工人 LV 

当 0.8<A1 时 ,天 分 为 五 类 :上 工 上 十 开 上 ,二 亚 上 人 上 ,人 V 

下 面 介 绍 图 的 最 大 树 取 类 法 . 

HWER X s {x ,x,, ,x,| ,R= (ry),x, 是 XX 上 的 一 个 下 关系 . 以 论 域 中 的 元 
素 作 顶点 , Vx,,x; eX, 用 一 条 线段 连接 x, 和 x 构成 图 的 边 ,在 边 上 标 上 rj 的 值 作 
为 权重 , 当 rm =0 时 ,x, 和 % 之 间 无 边 ,由 此 得 到 一 个 n 个 顶点 , 边 数 不 大 于 n 的 
带 权 图 ,由 于 每 条 边 的 权重 7; 满 足 0<r,<1, 所 以 这 样 的 图 称 为 图. 

设 R 是 上 的 一 个 下 等 价 关 系 ,在 著 的 n 个 顶点 之 间 按 7 从 大 到 小 的 顺序 依 
次 连接 两 个 顶点 x; 和 x;, 并 加 上 权重 六 ,车 某 一 步 出 现 回 路 , 便 不 画 这 一 步 , 直 到 
所 有 顶点 连通 为 止 . 这 样 就 得 到 一 棵 所 谓 的 最 大 树 . 取 A 从 小 到 大 ,每 次 取 定 ,去 
掉 权 重 低 于 和 的 边 ,互相 连通 的 元 素 归 为 一 类 ,由 此 便 得 三 的 动态 分 类 . 

例如 ,对 例 4.8. 1 中 的 e(R) 进 行 最 大 树 法 分 类 . 

1 0.4 0.8 0.5 0.5 
0.4 1 0.4 0.4 0.4 
e(R)=|0.8 0.4 1 0.5 0.5 
0.5 0.4 0.5 1 0.6 
0.5 0.4 0.5 0.6 1 

取 A =0.4, 无 权重 低 于 0.4 8938 , 见 图 4.2, 所 以 聚 类 结果 :1I, 工 下,IV ,V|. 

取 和 A=0.5, 去 掉 权重 低 于 0.5 的 边 得 图 4.3, 所 以 聚 类 结果 :|1 工 , 开 ,W,V 1, 
{I}. 
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0.4 
I Il V 
0.6 
0.8 
0.5 
HI NV 
图 4.2 


取 和 =0.6, 去 掉 权重 低 于 0.6 的 边 得 图 4.4, 所 以 聚 类 结果 :| 工 , 正 上 ,| HI, 
IN. Vi. 

取 和 =0.8, 去 掉 权重 低 于 0.8 的 边 得 网 4.5, 所 以 聚 类 结果 :| I H 1 HI, 
(NIEVE 

Ra >08, ERARE, NA 4. 6, ARRERA Tl. 1 HI, IH I. iN}, 
| V. 

由 此 最 大 树 法 分 类 结果 和 例 4.8. 1 完全 一 致 . 

这 里 需要 说 明 的 是 ,对 相似 矩阵 R RAEE AE (R) JS XT CR) HITR , 因 
HCR) 和 2R, 所 以 分 类 的 结果 有 时 不 是 很 理想 . 有 时 我 们 可 以 不 求 R 的 传递 闭 包 ， 
而 直接 对 R 进行 分 类 ,同样 可 以 得 到 一 个 较 好 的 分 类 结果 . 


m I m IN 

图 4.3 图 4.4 

° 
I ,ll sy I ol ov 
0.8 
° ° o 

HI NV m N 

图 4.5 图 4.6 


84.9 模 糊 图 


在 经 典 图 论 中 ,一 个 图 Ç 是 二 元 组 (V,E) ,其 中 了 是 图 G 的 非 空 顶点 集合 , 若 
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E 是 无 序 积 V&V = | {x,y) |x,ye Vi 的 多 重子 集 , 则 称 E 为 G 的 无 向 边 ,此 时 称 
G =(V,E) 为 无 向 图 . 若 E 是 笛 卡 儿 积 VxV=1(x,y) |x,y e V KEETE, MEK 
为 CG 的 有 向 边 ,此 时 称 6G=(V,E) 为 有 向 图 . 含 平 行 边 的 图 称 为 多 重 图 ,不 含 平 
行 边 也 不 含 环 的 图 称 为 简单 图 . 


定义 4.9.1 设 6G=(V,E) 是 无 向 图 ,VV [0,1],:E- [0,1] 满 足 : YeeE 


Eles YAT) (4.121) 
其 中 e= {x,y EA x #l y 为 端点 的 无 向 边 . 


称 Ç = ( 斑 ,E ) 为 模糊 图 ,简称 下 图 , 称 图 C=(V,E) 为 6 的 基础 图 ; 若 G 是 
多 重 图 , 则 称 6 为 多 重 下 图 ,车 G6 是 简单 图 , 则 称 G 为 简单 图 . 


显然 ,图 6 = (六 ,EE) 是 约束 了 上 的 下 对 称 关系 E. nZ, 所 是 约束 了 
的 下 对 称 关系 , 记 


V=lx] V (x) >0} 
E= {fe=ix,y) |z,ye V| 


则 Ç =[ 了 ,此 ] 是 基础 图 为 6=(Y,BE) 的 下 图 . 

定理 4.9.1 图 C = (了 ,名 ) 是 图 的 充分 必要 条 件 是 任意 的 Ae [0,1]， 
G, =(7,, E Æ G= (V,E)B0 8. 
其 中 V =|x| V(z)>A], E =le| E(e)>A] (4.122) 

证 明 Ë G =(V.,E)E FB, Ve=lx,y] e E, 有 

A< Ë (e)< V(x)A V (y) 

从 而 xe V. CV,ye V, CV,BB( V., E ,)2E G= (V,E) WFE. 

KRZ2,#VAe[01],(V,,E,)E GE M| Vee E,( V z. E z.) E 
G ËJ E. re=|x,yl e Ezc, 则 xe V zo, ye V; o 8k V(z)> E (e), 
V Oy) > Ë (e) , 故 

E(e)< V(x)A V (y) 

所 以 CG =( V, E )# FA. 

定义 4.9.2 WW G= (V,E)EFE,N VA e [0.1], Č, = (P. Ë ) 称 为 
Ç 的 入 制图 . 
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定义 4.9.3 Re = (VE) Æ C= (WEF ME C, = ( E ,) 为 

C = (六 ,请 ) 的 FF 子 图 ,车 满足 ,VC V.,E,C E. 

定义 4.9.4 设 Gl,=(V， E LEDET DAFI 
图 ,定义 : 

(1) Č, M G, 的 并 图 G1U G,A 


CIUG,=(VIUV,,EUE,) (4. 123) 
其 中 
(V,U V,)(z) = V,(z) V V(x) (4.124) 
(EUE,)(e) = E (e) V E,(e) (4.125) 
而 且 基 础 图 G, U G, 为 
G UG, = (VUV,,EUE,) (4. 126) 
(2) G, 和 G, 的 交 图 NČ, A 
GINGC =( VNV,,ENE,) (4. 127) 
其 中 (V n V,)(x) = V(x) A V,(x) (4.128) 
(R n E,)(e) = É (e)A E,(e) (4.129) 
而 且 G 的 基础 图 GNG 为 
G NG, = (V, Y V, ,E, D) E,) (4.130) 
定理 4.9.2 设 6G 和 6G, 是 6G 的 下 子 图 , 则 VAe[0,1], 有 : 
(1) CG UG, =G), UCG), (4.131) 
(2) CENG) =(G,),n(G,), (4. 132) 


证 明 (1) 由 于 xse(7 U V,),e V aVV, œ) aV, (x) > A BË 
(xz)>Aexe(7) 或 te (V,) el UCT), , 故 
(V,UV,), =(V,.),U( V,),- 
同 理 ee (E, U E,),eee (E,),U(E,),,MJ 
(E, UE, = (É, UE,),. 
所 以 (CUG) =(G,),U( 6,),- 
同 理 证 明 CEPI CANI CAR 
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i 


定理 4.9.3 设 C=(V,E) 是 F 图 , 则 


C=UAG, (4. 133 ) 
AeT 
其 中 T=| V(x) |xeVlUIE(e) |ee 了 | (4. 134) 
AC,=(AV ,AE,) (4.135) 
证 明 ”因为 UACG=(UAV,,UAE,) 
AerT AET AeT 


又 因为 7 是 不 含 0 的 有 限 集 , 令 和 A。=min|A |A eT), W ASA, A 


(UA V. )(x)= V A= V A=V(x) 
xe V, A< V 


(UABE)(e)= V A= V A=E(e) 


ee ÉE, A< E (e 


所 以 G = 


< 
tx 
— 
I 
— 
< 
> 
C 
> 
t= 
> 
"I 
C 
> 
° 
> 


VAec[041],(C ),=( G,),. 

定义 4.9.5 EFE, Z 6 的 基础 图 C 是 连通 图 , 则 称 6 是 连通 图 . 

定义 4.9.6 设 6 是 图 ,6G 是 6 的 基础 图 ,了 是 6 的 生成 树 , 若 G 中 存在 
FFK T C G ,使 得 T 的 基础 图 是 了 , 则 称 工 是 下 图 G 的 下 生成 树 . 

用 7(G) 表 示 Ç 的 下 生成 树 全 体 . 用 E( 了) 表示 树 T 的 边 全 体 , 用 Y(7) 表 
RA 了 中 项 点 全 体 . 

定义 4.9.7 设 6=( 巨 ,了 了 ) 是 连通 已 图 , 若 存 在 7 e7(C), 使 得 YTe 
TCG), A 


E(e) < YX Ele) (4. 136) 


则 称 TA Ç 的 最 大 生成 树 . 
例 4.9.1 设 F 图 C=(V,E)( 如 图 4.7) ,其 中 
1 
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0.7 0.1 0.6 0.5 0.4 


| 


定义 4.9.8 设 Zw ,v,,… ,2 ) 是 F E Ç 中 从 顶点 v, 到 v, 的 一 条 路 ,路 L 
的 连通 强度 定义 为 
SCL) = A Ë (ls l) (4.137) 
顶点 V, 到 的 连通 强度 定义 为 
Seo) = ,SL) (4. 138) 
其 中 Z(w ~ vw ) 表 示 从 v, 到 wv, 的 所 有 通路 . 
定理 4.9.4 设 G=(V,E) 是 连通 的 图 ,C 的 生成 树 了 是 最 大 生成 树 的 
充分 必要 条 件 是 对 于 任意 的 u,ve V(uzv) ,在 uw 和 wv 之 间 只 存在 唯一 一 条 路 Le 
T ,使 
S(u,v) =S(L). 
证 明 ”必要 性 , 设 了 是 6 的 最 大 生成 树 ,L(w,v0,… ,v1,0) 是 了 中 从 ww 到 vw 
的 一 条 通路 ,并 设 e, = lu; u, 1 , 则 
S(L)= A Ë (e) 
则 存在 6(j<n) 使 得 5(L) = Ë Ce) ,因为 S(up) = ,VY ,5(Z) , 则 
S$S(L)<S(u,v). 


假若 S(w,v) > 5(L) , 则 Ç 中 还 存在 另 一 条 从 ww F) o HREL (u,n), 
[oiov] =e'j, 使 得 SCL') =S(u,o). MJ S(L') >S(L) =E(e) ,从 而 L' 不 可 能 通 
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te E T pkt e WEARER T, AM T, 
7 le) = T UT, 


Jehu e V( P), wel T ,). 

设 6 中 一 个 端点 在 T) 中, 另 一 个 端点 在 V( T ,) 中 的 边 集合 为 已, 则 元 
HIETE e', e E', H E(e)>S(L) >E(e),f T -iel = T,U T, hab E es MI 
形成 一 棵 新 树 7', 即 


则 


ee E( T°) ee E(T') 


由 此 T 不 是 6 的 最 大 生成 树 ,这 与 假设 矛盾 , 故 S(u,v) = S(L). 
充分 性 , 任 取 u,ve 了 , 设 w 和 wv 之 间 唯 一 存在 一 条 路 上 ,使 5S(u,v) = S(L) , 则 


S(u,v) =S(1) >S(L,), 令 
S(L) =E(e*`),S(L,) =E(e) 
则 E(e*)>2 E(e). 


设 esE(T'),e eE(7), 则 


所 以 了 是 最 大 生成 树 . 
例 4.9.2 设 C=(V,E), 其 中 
1 v, v, v, vs 
0. 85 0. 65 0.25 0.15 + 0. 85 + 0.25 0.95 0.15 


E Ty m] [ool [or u] {vi ,vs fo, ,0 | {ou} EARI {v4 ,vs | 


R Ç 的 最 大 生成 树 . 
解 如 图 4.10 为 6 的 下 图 . 用 破 圈 法 求 得 G 的 最 大 生成 树 7* (如 图 4. 11). 


RAW 了 的 最 大 权重 d( T ) 为 
d(T* ) =0. 85 +0.85 +0.95 +0.25 =2, 9, 
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定义 4.10.1 


图 4. 10 图 4.11 


$4.10 模糊 变换 与 综 合 评判 


设 ReF(XxY), VxeX,yey, 记 
Ri(x) = V R(x,y) 
R,(y) = V R(x,y) 


则 称 R, 为 尺 在 关上 的 投影 ,R 为 RR 在 Y 上 的 投影 
显然 Ree F(X) ,Rye F(Y). 特别 地 ,车 Re P( X x Y) , WJ 


Ri=1{x| 3yeY,(x,y) eR} 
= {y| 3xeX,(x,y)e R| 


H Ry CX,R,CY, 如 图 4.12 所 示 . 
定义 4.10.2 W ReF(XxY),VxeX,ye Y,jE 


R|,(y) =R(x,y) 
R|,(x) =R(x,y) 


MU PK R|, 为 及 在 x ERRER, 为 RR 在 y 处 的 截 影 。 


显然 ， R| e FP(Y) ,R|,e FOX) RBI, Re P(X xY) , W 


R|.=lyeY|(x,y) e R| 
R| ,=|xeX|(x,y) e R| 


且 R|,CY,R|,CX, 如 图 4.13 所 示 . 


定理 4. 10. 1 
(1) 
(2) 


W ReF(XxY), 则 : 
R,=UR|y 
ye v 
R,= UR|x 
xe X 
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(4. 
. 140) 


(4. 
(4. 


(4. 
(4. 


139) 


141) 
142) 


143) 
144) 
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y 
{x} R|, 
y F--- b xo? 
oO x x 
图 4.12 图 4.13 
证 明 (1) 因 为 
R,(x) = V R(x,y) = VR | y (=) =( UR |y) (z) 
故 Rx = UR | y. 同 理 证 明 (2). 
定理 4.10.2 R ReF(XxY), H|: 
(1) R=U({x] x R | x) (4.145) 
(2) R= U(R|yx |y]) (4.146) 
证 明 (1)V (xy) e Xx Y 
lU ( fx 上 |) x R |x) I (xi ,71) = V ( {x} x R | x) (x,y) 
= Vda} (x)AR|x(y) ={x} (x1) AR(x,,y,) = R(x,,y,) 
Wk U ( {x} x R |x) =R. 同 理 证 明 (2). 
定理 4.10.3 Ü ReF(XxY),VxeX,ye Y, ; 
(1) R|x=((1x] xY NR), (4.147) 
(2) R|]|y=((Xx y| )nR), (4.148) 
证 明 (1) 因 为 
(({x} xY)nR),(y) =V {x} XY) AR) (x',y) 
= V (dæi xY) (x',y) AR(x',y)) 
= MV Cixi) AYCy) AR(x',y)) 
= {x} (x) AR(x,y) =R(x,y) =R | x(y) 
故 Rlx=((fx xY) NR)y. 同 理 证 明 (2). 
定理 4.10.4 R, QeF(XxY),ÆRCQ, W: 
(1) R CO ,REGO， (4.149) 
(2) R|.,SQ|].,R|]|,SQ0|], (4.150) 


定理 结论 直接 由 定义 4. 10.1 和 定义 4. 10. 2 可 得 . 
例 4. 10.1 É X = | x1 ,x2 ,Xs} ,Y= [y ,ya Ys Ya] ,ReF(XxY) 为 
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0.3 0.6 0.7 0.8 
R=|0.4 1 03 0.5 


0.7 0.5 0.9 0 


0.9 
R |x, =(0.3,0.6,0.7,0.8) 
R|x,=(0.4,1,0.3,0.5) 
R|x,=(0.7 0.5 0.9 0) 
0.5 


0.3 0.6 0.7 
R|y =|0.4|, Riy =|1 |, R|y, =|0.3|, R|y,= 
0.7 0.5 0.9 0 


定义 4.10.3 X,Y 是 集合 ,映射 /:X->F(Y) 称 为 X 到 YY 的 模糊 集 值 映射 ， 
简称 为 映射 . 

定理 4.10.5 Ü Re F(X xY), Vx X, RE R | x 决定 了 一 个 从 对 到 了 的 
下 映射 f+,，VxeX 


0.8 
则 R,=|1 |, R,=(0.7,1,0.9,0.8) 


0.8 


f(x) =R], (4.151) 
若 f:X->F(Y) 是 一 个 下 映射 , 则 /唯一 确定 一 个 下 关系 Re F(XxY),V (x,y) e 
XxY 
R(x,y) =f(x) (y) (4.152) 
证 明 ”因为 VyeY,R|x(y) =R(x,y) , 则 截 影 Rx 是 Y 中 的 一 个 下 集 , 所 以 
扩 是 XY 到 了 的 一 个 下 映射 . 
反之 ,因为 VYxeX,/(x)eF(Y), 则 VyeY, f(x)(y) =R (x,y)e [0,1], 故 
RR 是 X 到 了 的 一 个 下 关系 . 
例 4.10.2 i X= xz xx ,Y= [yy ,Re F(X xY)28 


Tai ra U Tim 

ry ra S“ r 

21 22 2m 
R = 

ra Tr, `". T am 


MJ R RET—A FRA f, X—F(Y) , V x, e X 
f(x.) = (rara ss) 
i FRA f.X—F(Y) 38 V x, e X 
f(x.) = (rara T) 
则 /决定 了 一 个 关系 R 
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Tm ha Pim 

R Ta Tn 72m 
f . : 
Fa Tam U Tim 


例 4.10.3 R 是 实数 集 , 设 /:R 一 F(R),HVxeR,yeR 
f(x) (7y) =e "on 
确定 关系 RHR R, |... R|... 
解 ” 由 定理 4.10.5 知 ,R(x,y) =f) Cy), it R (x,y) =e t". H J, 
R |, =e, R|, =e 0 
X 4.10.4 X,Y 是 集合 ,映射 
T:.F(X)—F(Y),A—T(A)AB (AeF(X)) 
则 称 T E X 到 了 的 一 个 模糊 变换 ,简称 变换 ; 称 B 是 4 在 7 变换 下 的 像 ,4 是 B 
的 原 像 . 
特别 地 ,7T:P(X) 一 P(7) ,4 一 7(4) AB 是 X 到 了 的 集 变换 . 
定理 4.10.6 设 ReF(XxY),YVAeF(X), 今 


T (A) =((AxY) NR), (4.153) 
则 T, Æ X #| Y J— 8 FER, RA RAF FER. 


证 了 明 V ye Y 
T,(A)(y) =((AxY)nR),(y) = V((A xY) NR)(x,y) 
= V (C(A xY) (x,y) AR(z,y)) = V (A(z) AY(y) AR(z,y)) 
V (A(x) AR(x,y)) AA ° R(y) 
m T (A) e F(Y), 即 Ti(4)=4。R 是 对 到 YY 的 一 个 下 变换 . 
推论 4.10.1 设 ReF(XxY 了 ),YhAeF(X), 则 4。R 是 到 了 的 一 个 下 变 
换 , 亦 称 4。R 为 4 和民 的 合成 .其 中 ,VyeY 
(Ao R)(>) = V (A(z) AR(x,y) ) (4.154) 
例 4.10.4 设 X= x, ,x,,z,] , Y= yi ,y2 yI | yal R e F( X x Y) 99 
02 1 05 0 
区 0.3 0.9 | 
0 04 1 01 
A=(0.5,0.1,0.3) e F(X), R T, (A). 
解 


02 1 05 0 
Ti(A)=AoR=(0.5,0.1,0.3) -|0.1 0.3 0.9 1 |=(0.2,0.5,0.5,0.1). 
0 04 1 0.1 
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由 此 可 见 ,集合 基 到 了 的 一 个 下 关系 尺 和 了 中 的 一 个 下 集 4 的 合成 4。R = 
T,(A) 将 X 中 的 一 个 下 集 变换 为 Y 中 的 一 个 下 集 , 这 表现 为 F 概念 在 不 同 论 域 中 
的 转化 . 

定义 4.10.5 设 4,BeF(X), 若 下 变换 7T;:F(X) 一 F(Y) ,满足 : 

(1) T(AUB) =T(A) UT(B) (4.155) 

(2) VAe[0,1J T(AA) =AT(A) (4. 156) 
则 称 了 是 一 个 生 线 性 变换 . 其 中 (A4) (x) =AA4(x). 

定理 4.10.7 设 ReF(XxY),YhAeF(X), 则 

T (A) =A ° R (4.157) 


是 一 个 下 线性 变换 . 

证 明 ”因为 

T,(AUB) =(AUB) o R=A RUB:R=T,(À) UT,(B) 
XAH TAA) =< (AA) o R, V ye Y 
T.(AA)(y) =( (A4) ° R) (y) = V CQA) (x) AR(x,y)) 
= VO AA(x) AR(x,y)) =AA( V Ala) AR(x,y)) 
=AA(AsR)(y) = (AT, (A))(y) 

所 以 T.(AA) =AT (4). 

推论 4.10.2 设 ReF(XxY),I4"” |reT} CF(X),IA, JreT} C10,1], 
则 

T,( UA,A') = UA,T,(A™) (4.158) 
证 有 明 ”因为 
T,( UA, A) = (UA A” )oR= U ( (A.A?) oR) 
= UT,(A,A 7) = UA,T,(A”) 

所 以 T,(U AA) = UA,Te(A™ ). 

应 用 定理 4. 10. 5 的 一 个 下 映射 决定 一 个 关系 RR 的 原理 ,和 应 用 推论 
4. 10. 1 的 一 个 下 关系 和 一 个 下 集 的 合成 决定 一 个 变换 Tw 的 原理 ,我 们 可 以 得 
到 下 列 的 综合 评判 模型 . 

iz X = | xx | 是 因素 集 , 了 = 7 ;7 ，… ,Ym | 是 决策 集 , 已 知 f 映 射 :X 一 
F(X)( 称 为 单 因素 决策 ) V x, e X, f(x; = (ri ri, ri ) e F(X). 则 了 诱导 一 个 
关系 ,ReF(XxY) 
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由 了 R/ 又 诱导 一 个 下 变换 Ty :F(X)—F(Y), VAE F(X) 

Tuw(4) =4° RABEeF(Y) 
MJ B 是 决策 集 Y 中 的 一 个 下 集 , 根 据 最 大 隶属 原则 可 以 得 到 一 个 评判 结果 . 

例 4.10.5 服装 评判 模型 . 

设 和 = [x x, x, | = {花色 式样 , 耐 穿 程度 ,价格 | ,Y= ly y ,73 y = {很 喜 
K, EREK, PAEK, DEX]. 

请 专门 人 才 或 顾客 对 某 种 服装 作 单 因素 决策 , 若 对 花色 式样 有 70% WAR 
W, E 20% 的 人 较 喜 欢 , 有 10% 0 KAK 3 aK ,无 人 不 喜欢 , 则 对 x, 的 单 因素 决策 
结果 为 

x—(0.7,0.2,0.1,0) 
同 理 对 耐 穿 程度 和 价格 作 单 因素 决策 ,结果 为 
x,—(0.2,0.4,0.3,0.1) 
x —(0.1,0.3,0.4,0.2) 
则 得 到 一 个 下 关系 民 
R=|0.2 0.4 0.3 0.1 
0.1 0.3 0.4 0.2 
若 某 顾客 对 花色 式样 . 耐 穿 程度 和 价格 三 种 因素 的 权重 分 配 为 
A =(0.5,0.3,0.2) 
则 由 下 变换 4。 及 的 综合 评判 结果 
0.7 0.2 0.1 0 
0.2 0.4 0.3 0.1 
0.1 0.3 0.4 0.2 
HX Biy) =0.5 最 大 ,所 以 根据 最 大 隶属 原则 ,该 顾客 对 这 类 服装 很 喜欢 . 


0.7 0.2 0.1 H 


B=A»-R=(0.5,0.3,0.2) > =(0.5,0.3,0.3,0.2) 


8$4.11 工 型 模糊 关系 


定义 4.11.1 R(L, <) ÆR, ReF (X xY), UE Rž X A| YH LERN 
关系 ,简称 为 [一 F 关系 . 
定义 4.11.2 设 R,SeF,(XxY),YV(x,y) eXxXY, 定 义 


(1) RCSeR(x,y) Ss S(x,y) (4.159) 
(2) R=SeR(x,y) =S(x,y) (4.160) 
定义 4.11.3 设 R,SeF,(XxY),V (x,y) eXx 了 ,定义 

(1) (RUS) (x,y) = R(x,y) V S(x,y) (4.161) 
(2) (RMNS)(x,y) =R(x,y) ASCx,y) (4. 162) 


(3) R ''(y,xz) =R(x,y) (4.163) 
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分 别称 为 R 和 5S 的 并 关系 ZARRA R 的 道 关系. 
定理 4.11.1 设 R,SeF,(XxY), 则 : 
RCSeR OS™ 
(RUS) =R "US 
(RMS)-'=R- 'nS 
(R-')-'=R 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


证 明 与 定理 4.1. 1 类 似 , 从 略 . 
Ë LEKKR, ReF, (XxY),SeF,(YxZ),V(x,z) e Xx Z, 


定义 4.11.4 
定义 


(RsS)(x,z) = V (R(x,y) AS(y,z)) 


R o S 称 为 R 和 5 的 合成 关系 . 
以 下 均 假 定 世 是 无 穷 可 分 配 的 完备 格 . 
I R,R,,R, e F,(XxY),S,S S, e F,(YxZ),QeF,(Z xW), 


定理 4. 11.2 
则 : 
(1) (ReoS).0=R。(S.0) 
(2) R. (S US,) =R°S, UR: S, 
(R UR,)°eS=R SUR, ° S 
(3) Ro (S, AS.) C(Ro S.) DR. S, 
(R,NR,) SCR, e SAR,°S 
(4) RCR,, 则 R, ° SC R, ° S 
S. CS, ,MJ R ° S. C R ° S, 
(5) Rol =L e R=R 
R- 0,=0,°R=0 
(6) (ReS) !=S oR 
其 中 nen -人 “7 
0, x=y ` 


证 明 与 定理 4. 1.3 类 似 , 从 略 . 
一 般 地 ,Re F(X xY), ÍR, |:e TICF(XxY),SeF(YxZ),lS |: e T| C 


F(Yx2Z), 则 
(7) 
(8) 
定义 4.11.5 


Re (US,) = U (R° S,) 
(UR,) ° S= U(R,= 8) 
te ieT 


HREF (XxX), EX 
R"=R" oR 


则 称 R" 为 R É) n KE. 


定理 4. 11.3 


设 R,SeF,(XxX), 则 : 


(neN) 


模糊 集 理 论 与 方法 


(4. 
(4. 
(4. 
(4. 


(4. 


(4. 
(4. 
(4. 
(4. 
(4. 
(4. 
(4. 
(4. 
(4. 
(4. 


Or(x,y) =0( Vx,yeX¥) 


(4. 
(4. 


(4. 


164) 
165 ) 
166) 
167) 


168) 


169) 
170) 
171) 
172) 
173) 
174) 
175) 
176) 
177) 
178) 


179) 
180) 


181) 
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(1) RCS,WJV ne N,R" C S" (4.182) 
(2) R'oR'=Rh* (k,leN) (4.183) 
(3) (R')''=(R'')' (4.184) 


证 明 与 定理 4.1.4 类 似 , 从 略 . 

定义 4.11.6 iZ Re F,(X xX). 

(1) 若 人 CR, 则 称 R 是 14 一 F 自 反 关 系 ; 

(2) 若 只 = 及 , 则 称 尺 是 一 下 对 称 关 系 ; 

(3) 若 RCR, MP R Æ LF 传递 关系 . 

定理 4.11.4 VIReF(XxX),# RE F BR 2 WRCR, H R" E F 


自 反 关系 . 


的 . 


证 了 明 RER" 的 证 明 与 定理 4.2.2 类 似 . 又 因 1CRCR", 故 R" 是 下 自 反 


定理 4.11.5 设 RSeF,(XxX), 帮 R 和 5S 是 下 对 称 的 , 则 R。5 对 称 的 充分 


必要 条 件 是 R。S=S。R. 


证 明 与 定理 4.2.4 类 似 , 从 了 略 . 

推论 4.11.1 设 ReF,(XxX), 若 RR 是 下 对 称 的 , 则 R Æ F IRH. 
定理 4.11.6 设 ReF,(XxX), 若 R 是 下 传递 的 , 则 R" 是 下 传递 的 . 
证 明 由 于 R CR, 则 (R") =(R')"CR", 所 以 R 是 传递 的 . 
定理 4.11.7 设 IR,|ieTileF,(XxX). 

(OJE VYteT,R, È FARK, MUR, NAR, Æ F 自 反 的 ; 

(2) 若 Vie 了 7,R, 是 下 对 称 的 , 则 UR,, NOR, 是 下 对 称 的 ; 

(3) 若 Vie 了 7,R, 是 下 传递 的 , 则 NR, 是正 传递 的 . 

证 明 与 定理 4.2. 1 类似, 从 略 . 

定理 4.11.8 设 ReF,(XxX), 令 


(R) = U R° (4.185) 


则 ((R)AF 816 R 的 最 小 传递 关系 . 


从 而 


所 以 


证 明 显然 RE UR", 由 于 R”。R*Ci(R)(VYm,neN), 则 


i(R)。R"=( ÚR’) o R" = U (R'e R") Ci(R) 


(GCR) )? =i(R). UR" = Ui(R) o R”CE(R) 
(R) Æ F 43883. 
ë RCR',R' 是 传递 的 , 则 
R'C(R')2CR' 
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从 而 YneN,R"CR', 故 
i(R) = UR'GR' 

所 以 i R) 是 包含 R 的 最 小 传递 关系 . 

iBT (R) = UR" 是 包含 R 的 最 小 传递 关系 ,所 以 i(R) = U,R" 是 的 传递 闭 
包 . 

定理 4.11.9 设 R,SeF,(XxX). 

(1) 车 RR 是 FF 自 反 的 , 则 i(R) 是 下 自 反 的 ; 

(2) 若 尺 是 下 对 称 的 , 则 1(R) 是 下 对 称 的 ; 

GE R Æ F RAK, (R) =R; 

(4) 若 RES, 则 1(R) C1(S); 

(S)G(R)) '!=i(R`'). 

证 了 明 ”只 证 (5) ,其 他 易 证 . 

(6) TT SCOR) = UCR) = UCR) * =R). 

定义 4.11.7 LERZ, ReF (XxX), # RÆ LF 自 反 ,L 一 F 对 称 和 
L—F 传递 关系 , 则 称 R Æ X EB) L 一 F 等 价 关系 . 

定理 4.11.10 设 工 是 无 穷 可 分 配 格 ,Res F(XxX), 若 尺 是 政 自 反 和 FF 对称 
的 , 则 i(R) 是 包含 R 的 最 小 下 等 价 关 系 , 即 是 RR 的 下 等 价 闭 包 , 记 为 e( R). 

证 明 由 定理 4.11.8 知 ,i(R) 是 包含 RR 的 最 小 传递 关系 , 设 $ 是 尺 的 下 等 价 
闭 包 , 则 5 是 传递 的 , 故 SƏ:(R),X it(R) 是 下 自 反 积 让 对 称 的 ,所 以 i(R) 是 下 等 
价 的 , 故 t(R) 是 包含 R 的 最 小 让 等 价 关系 . 

定理 4.11.11 设 L 是 无 穷 可 分 配 格 ,ReF,(XxX), 则 RR 的 等 价 闭 包 

e(R) =t(RUR`') UL, (4.186) 

证 明 SSK (RUR ')UL SG R BE F SDS £. SEFA, B 

SDR, 
RUR CSUS! =S 

HIE (RUR )C:I(S) =S. AAA L CS, R (RUR) UL GS. 所 以 1RUR)U 
LEBE R 的 最 小 等 价 关 系 , 即 e(R) =t(RUR`') UL. 

定理 4.11.12 设 L 工 是 完备 格 ,Re F,(XxX), 则 RR 是 下 等 价 关系 的 充分 必要 
条 件 是 VA e L.R, 是 等 价 关系 . 

证 了 明 设 R 是 下 等 价 关系 , 则 VxeX,R(x,x) =1, 从 而 (x,x) eR,, 故 R, 是 
自 反 的 . 又 R(x,y) = R(y,x) , 则 当 (%x,y) eR, 时 (y,x) e R ,所 以 R, 是 对 称 的 ,者 
(x,y)eR,,(y,z) e R, H] R(x,y) ZÀ ,R(y,z) > À , JA m 

R(x,z)> R R(x,z) = V (R(x,y) AR(y,z)) >À 

故 (x,z) e R,, 即 R 是 传递 的 ,所 以 R, 是 等 价 关 系 . 
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KRZWV,eL,R, 是 等 价 关 系 . 

由 于 YrxeX,(x,x)e Ri, 故 R(x,x) =1, 即 RR 是 F 自 反 的 . S R(x,y) = 入 , 则 
(x,y) e R,, 由 此 (y,x) eR,, 即 R(y,x) >A =R(x,y), 同 理 证 R(x,y) Z R(y,x). 
所 以 R(x,y) =R(y,x*), 即 RR 是 FF 对 称 的 . 

由 于 (x,y) eR,(y,z) eR,, 则 (x,z) eR,B R(x,y) >A,R(y,z) > À , WJ 
R(x,z) 宇和 ,从 而 R(x,z) 之 R(x,y) 人 R(Y,z), 故 

R(z,z) > V (R(x,y) AR(y,z)) 
所 以 RCR, EI R Æ F ERR. 由 此 ,R 是 下 等 价 关系 . 
设 R 是 X 上 的 下 等 价 关 系 . Vx e X, 
[z], = iyl (x,y) ER} ={y|R(x,y)>A| 
则 
X/R, = {[x], |xe X|] 
Æ R K A KFZ. 


定理 4.11.13 设 工 是 可 分 配 的 完备 格 , 则 :(R) = U R" 的 充分 必要 条 件 是 
UR" IR" 

证 明 ”必要 性 显然 , 现 证 充分 性 

BAUR DR MIC Ú R") e RDR“ eR, AT ÒRD ÙR DR"? 同 理 


可 证 Ú R DR" (ie N) ik Ü R” Ü R" =i(R), UCR) = Ü R"Ə Ú R" ,所 以 


(R) = Ú R”. 
定理 4.11.14 设 X 是 nn 元 有 限 论 域 ,Re F,(X x X) , 则 
(R) = Ü R" (4. 187) 


证 明 若 R (2,2) =O(zeX),M])R(z,:) >R (2,2) ,从 而 ( Ù R”) (z,z) > 
R"*'(x,z) „Ep ORDR. E R"*'(x,z) #0, 


R (2,2) = V e V CRC, y1) ARC ys) A: ARCI, ,2) #0, 
故 存在 序列 x,a, anz, E 
R"t!(x,z) = R(x,x) AR(x,,x,) A A R(x, ,z) #0 
H TX n 036. x,x ,…,%, ,z 中 有 相同 元 素 ,不 妨 设 x =%,(i<j) 于 是 
R(x,x) 0, R(x aa ) #0, ,R(xi, rs) #0, ,R(x, z) #0 
由 此 RO? (xz) #0, H 


n 


Re UD (x,z) = V = V Vo V (R(x,y.) ASARI Yaa) A AR(y,,z)) 


Yiz =l 


> Voe V CRC) A ARC ss)) =R (x,2) 
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FERC Ú R". 所 以 t(R) = Ú R". 
定理 4.11.15 设 X 是 n 元 有 限 论 域 ,Re F,(X x X) ,# R J F AR F XEK 
的 , 则 存在 最 小 的 正 数 开 ,使 


e(R) =t( R) =R* (4.188) 
证 明 与 定理 4. 6. 3 Z, A. 
84.12 模糊 关系 方程 的 最 大 解 


设 ReF(XxY),SeF(Xx2), 求 Te F(Yx2Z) ,使 得 


RoT=S (4.189) 
或 者 已 知 ReF(Yx2Z),Se F(XxZ) , Te F( X x Y)fB 5 
T- R=S (4.190) 


由 于 式 (4. 190) 的 转 置 ,R oT =S RHR (4. 189) 的 类 型 ,所 以 我 们 只 讨论 式 
(4. 189 ) 的 求解 问题 . 

对 于 方程 (4. 189) , 若 该 方程 有 解 , 令 

I=iTeF(YxZ)|R-T=S} 

则 称 .9 是 式 (4. 189 ) 的 解 集 . 

若 存在 7” e Z EB V T e I,A TC T` , 则 称 T' 为 式 (4.189) 的 最 大 解 . 

ETET, e 78 V Te Z £ T. CT, 则 称 T, 为 式 (4.189) 的 最 小 解 ; 若 不 
存在 Te 久 使 TET. , 则 称 了 .为 式 (4. 189) 的 极 小 解 . 

定理 4.12.1 i¿ÀReF(XxY),SeF(XxZ),%T`°`=eF(YxZ),V (y,z) € 
Yx Z 

T’ (y,z) = A {SC(%,z) |R(x,y) > S(x,z)| (4. 191 ) 

( 若 式 (4. 191) 的 右 端 是 空 集 ,记名 =1) , 则 方程 (4. 189) 有 解 的 充分 必要 条 
件 是 7 是 式 (4.189) 的 解 , 且 是 最 大 解 . 

证 明 充分 性 是 显然 的 . 

必要 性 , 设 Te F(Yx2) 是 式 (4.189) 的 一 个 解 , 即 Re。T=S. 则 VY (x,z)eXx 
Z, 有 

VR Cy) AT(y,z)) =S(x,z) 
由 此 YyeY 了 ,有 
R(x,y) AT(y,z) <S(%,7) 
即 YxeX,yeY,xe2Z, 若 R(x,y) >S(x,z) MJ T(y,z) <S(x,z). 由 此 
T(y,z) < A1S(x,z) |R(x,y) >S(x,z)] = T° (y,z) 

车 R(x,y) <S(x,z),JM|0 < T(y,z) <1, kR hE T? (y,z) =1, 故 T(y,z) 

<T'(y,z), TET’, AMR. TCR-T`:. 
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另 一 方面 ,Vx eX,ye Y,ze 2. 若 R(x,y) <S(x,z) ,WI 
R(x,y) AT'(y,z) S S(x,z) 
车 R(x,y) >S(x,z) ,有 
R(x,y) AT (y,z) ST (y,z) = A 1S(x,2) |R(x,y) >S(x,z)] <S(%x,2) 
由 此 
V (R(z,y) AT (y,z) ) <S(x,2) 
RoT CS, R S=R-TCR-T'CS, PE Ro T' =SIRERR O TCR-T'. HA, 
T 是 式 (4.189) 的 解 ,而 且 是 最 大 解 . 
定理 4.12.1 说 明 , 求 R。T =S 的 最 大 解 7’ 的 方法 是 ,对 于 满足 R(x,y) > 
S(x,z) 的 S(x,z) 对 x 求 下 确 界 , 若 不 满足 R(x,y) >S(x,z) , 则 了 (y,z) =1. 
PL ER F X: Z. y Ë R > T = S 的 最 大 解 的 方法 ,法国 桑切斯 (了 ,Sanchez) 博 士 
引 和 人 人 一 个 算 子 “a” ,定义 为 a:[0,1] —[0,1], (a,b)—>a(a,b) 
alab) aab ={ a >b (4. 192) 
1, a<b 
利用 算 子 “a” ,定理 4. 12. 1 求 最 大 解 T 的 方法 可 以 写 为 
@:F(X xY) xF(XxZ)—>F(YxZ) 
V Re(XxY),SeF(XxZ) 
(R,S)—>@(R,S) AR @S 
R @S(y,z) = A (R(x,y)eS(x,z)) 
推论 4. 12.1 关系 方程 R。T =5 的 最 大 解 7* =R @S. f 
WMR X,Y,Z 是 有 限 论 域 , 则 ReF(XxY),Se F(X x Z) F EBE, RA 
(4. 189) 的 解 的 问题 就 谈 为 求 矩 阵 Te F( Y x Z) ,使 得 


RoT=S (4. 193) 
WII R = (a) nuns S = (by) mp WB S E= (Si, S833 S) 其 中 
b.. 
Si =| | G=1,2,=:,p) 
baj 
RT =t) (T Fas T,) i ËB Ro T =S. 即 
Ro (TT,T,,…,T,) =(S),S,, S.) (4. 194) 
由 此 得 P 个 方程 的 下 关系 方程 组 
ReT,=5, 
RoT = 
(4.195) 
Ro T =S 
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所 以 求解 关系 方程 (4. 193) ,只 需 讨 论 求解 式 (4. 195) 中 的 某 一 方程 ,P 个 
方程 的 公共 解 就 是 式 (4. 193 ) 的 解 . 


设 
aj a, Qn b, t, 
a a “a b t 
21 22 2r 2 2 
R= , S= ， T= 
a mi a m2 e a mn b. t, 


Gn G> Qin t b, 
G, an On t, b, 

= (4.196) 
G, a m `" a mn t, b, 


即 
(ars At.) V (an At) VV (ao, At.) =b, 


(za An) V Can Ata) VV Cam Ata) =b (4.197) 
(aa At) V Can At) VV Cam At.) =b, 
或 者 V (a Ar) =b, (i=1,2,--,m). 
推论 4. 12.2 对 于 下 关系 方程 (5. 197) , 令 
t = Al, |a; >b) (j=1,2,.…,n) (4. 198) 


(车 上 式 右 端 为 空 集 , 记 A @ =1) , 则 方程 (5. 197) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 了 ”= 
(t, u 1) 是 该 方程 的 解 ,而 且 是 最 大 解 . 
求解 尸 关系 方程 (5. 197) 的 最 大 解 (5. 198) 的 方法 可 以 用 下 面 的 矩阵 方法 表示 


G, G, ° G, b, A 人 aa >b} t 
ist ` Y : . 

qa Gn 7 anj b, f2 | (4.199) 
> , 

Am a mz ` nn b, A | b, | aj > b} = A 六 =1 t 


即 在 系数 知 阵 的 第 列 , 对 满足 a， >b, 的 所 有 上 求 最 小 值 作为 , 若 无 满足 ay > b, 
的 到 存在 , 则 取 六 =1. 
若 用 Sanchez 的 算 子 co" 表示, 则 求 最 大 解 T 可 以 写 为 , 记 
R = (anyaz 11 S (j=1,2, n) 
B=(b,,b,,… b.) 
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则 


b, 
b, W . 
t; =R; @B = (ajay, ay) ®] . = A Cajab,) (j=1,2,.…,n) (4.200) 
b, 
注 : 对 下 关系 方程 (5. 196 ) 转 置 得 
CI an a mi 
a a -. a. 
CRA EI ” "= Cbi sbr sbn) (4. 201) 
Oin Ain O mn 


由 此 求解 F 2& # Jy #ë (4. 201) 的 问题 是 综合 评判 问题 的 逆 问 题 , 即 已 知 F R 
系 丸和 评判 结果 3 , 求 权重 分 配 了 = (t, t) f T ° R =S. 
例 4.12.1 下 列 方程 是 否 有 解 , 若 有 解 , 求 其 最 大 解 ， 


(Ola asla lez 人 (eq 
0.7 0.2，0.6 Alb |ap>b] 0.6 
f (os o.s) 0.4 (0.4) 


TM E 什 人 amyaaaxm 


ofaa a) ee (i 


一 -一 -一 一 一 一 


meat (ri 
以 原 方程 无 解 . 


84.13 模糊 关系 方程 的 极 小 解 


对 于 模糊 关系 方程 
(aa At.) V (a, At.) V  V(a, At,) =b, 
(am At.) V (a,, At.) V `. V (am At.) =b, 


Bp V (a At) =b, (i=1,2,.…,m) 
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若 方 程 (4. 202) 有 解 , 则 由 推论 4. 12.2 0T = (i ,…, 忆 ) 是 该 方程 的 
最 大 解 , 即 
V (a At) =, (i=1,2,..,m) 
所 以 对 于 每 一 个 方程 ,例如 对 于 第 i 个 方程 ,存在 j =e 11,2,…,n| ,使 得 
a Ati = b, 
这 是 方程 (4. 202) 有 解 的 必要 条 件 ,现在 证 明 上 式 也 是 一 个 充分 条 件 . 
对 于 任意 的 第 让 个 方程 有 au Mi =b, MJ V (a, A1 ) >b, BIR + T° Əs. 
又 由 定理 4. 12. 1 的 证 明 过 程 知 R。T* ES, 所 以 及 。T =S. 由 此 得 以 下 定理 . 
定理 4.13.1 方程 (4. 202) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 对 于 每 个 方程 V (ay At) = 
b 都 至 少 存在 一 个 j=k,e |1,2,…,n| ,使 得 š 


a Ati =b, (4. 203) 
对 于 第 i 个 方程 令 
Ki=i{k |k e {1,2,0 ,n} ,a Atg =b} (i=1,2,.…,m) 
又 令 K = K, x K, xe x K, (4.204) 


所 以 方程 (4. 202) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 Kz @. 
下 面 进一步 讨论 求 极 小 解 的 方法 ,从 而 求 方程 (4. 202) 的 所 有 解 . 
设 T= (t, í t, ETT t) 是 方程 (4. 202) 的 解 , 则 KØ, ER l= (k, ,2 skn) e 
K, 令 
P = V ib |k =j he lk, kk 1] (j=1,2,.…,n) 
即 VJe 11,2,…,n| ,首先 在 k... k. 中 找 出 等 于 的, 找 出 和 反 脚 码 i 相同 
的 b. ,再 求 最 大 者 ,如果 k.,k,, k. 中 没有 等 于 j 的 k,, 此 时 中 = V @ =0, TE 
得 到 
T® = aP ,£0 pee PT 
现在 证 明 T 是 方程 (4. 202) 的 拟 极 小 解 . 
假若 了 = (4 ,6 ,…,t,)" 是 方程 (4. 202) 的 解 , 即 
V (a, At) =b, (i=1l,2,---,m) 
则 对 于 任意 的 第 i 个 方程 , 3j=k,e {1,2,… nl ,使 得 
a, MN =b, 
又 因为 
| b. =a, At, Sa p At < V (a At) =b, 
故 a, At, =b% a, Ati =b, 
34 =k 时 ,由 a, At, =b, 得 t= >b, 于 是 
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， (D 
t> V lb, |j =&,} =t; 


X j= k, 
P =V |b |k; =j} = VØ =0s4 
故 TCT, 从 而 
RoTÜCR O T=S 
又 因为 对 于 任意 的 第 i 个 方程 


V (a Ag’) San A = (V |b. | i) Aa, >b, Aa, =b, 
这 是 因为 由 a, At, =b a, >b, 由 此 
R.T?) DS. 

所 以 R.T =S, 即 了 "是 方程 (4. 202) 的 解 ,而 且 是 极 小 解 . 

由 此 得 下 列 定理 . 

定理 4.13.2 设 了 是 方程 (4. 202) 的 解 , 则 存在 1= (kk, k) E 天 ,使 
RoT” =S H T? CTCOT*. 

定理 4. 13.2 说 明 ,若是 方程 (4. 202) 的 解 , 则 存在 一 个 T” 比 下 小 ,上 且 T” 
是 方程 (4. 202) 的 解 ,我 们 称 T" 为 拟 极 小 解 , 把 所 有 拟 极 小 解 进行 比较 ,去 掉 较 大 
的 解 , 剩 下 的 解 为 极 小 解 , 极 小 解 和 最 大 解 之 间 的 解 就 是 (4. 202) 的 所 有 解 . 

例 4.13.1 求 下 列 方程 的 最 大 解 、 极 小 解 和 所 有 解 . 


0.3 0.2 O Y /0.2 
05 0 0.6|.|i,|=|0.4 
0.2 


0.2 0.4 0.1 

解 第 一 步 , 求 最 大 解 
0.3 02 0 0.2 0.2 
05 0 06| 04 一 一 一 |0.2 |=T° 
0.2 0.4 0.1) 0.2 0.4 


t, 


03 0.2 0 0.2 0.2 
验证 05 0 0.61.|10.2|=|0.4 
0.2 0.4 0.1 0.4 0.2 


所 以 了 ”=(0.2,0.2,0.4) 是 方程 的 最 大 解 . 
第 二 步 , 求 K =K, x K, x K, ,对 于 第 一 个 方程 
(a At ) V (an At; ) V (as At; ) 


=(0.3A0.2) V (0.2A0.2) V (0A0.4) =0.2 
则 得 K, = 11,2}. 对 于 第 二 个 方程 


(azı Ati ) V (a, At; ) V (as At; ) 
=(0.5SA0.2) V(0A0.2) V(0.6A0.4) =0.4 
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则 得 KK, = 31. 对 于 第 三 个 方程 
(aa At) V (as At; ) V (as At; ) 
=(0.2A0.2)V (0.4A0.2) V (0.1A0.4) =0.2 
则 得 K, = 11,2]. 由 此 
K =K, xK,xK,=|1,2] x]31 x{1,2] 
={(1,3,1),(1,3,2),(2,3,1),(2,3,2)} 
第 三 步 ” 求 极 小 解 . 取 1 =(1,3,1) 
(= V|b |k =1| =V {b,b} = V1{0.2,0.2| =0.2 
m = V |b |k =2] =V @ =0 
t =V |b |k =3] = Vb,=0.4 
故 TÜ = (0.2,0,0.4)" 是 一 个 拟 极 小 解 . WL = (1,3,2). 
同 理 求 得 =0.2, 4 =0.2, 4 =0.4. W T = (0.2,0.2,0.4)' 是 拟 
极 小 解 . . 
取 1 =(2,3,1) , 求 得 8 =0.2, i) =0.2, f) =0.4. & T) = (0.2,0.2, 
0.4) 是 拟 极 小 解 , 
EX l, =(2,3,2) , 求 得 区 0 20 0 =0.2,t%) =0. 4. k TÜ) =(0,0.2,0.4)" 
是 拟 极 小 解 . 
由 于 TU) CT = TE» ,TO CT = ISA 
FERLA T =(0.2,0,0.4) ,TW =(0,0.2,0.4) 是 方程 的 两 个 极 小 解 . 
由 此 原 方 程 的 所 有 人 解 为 Z= | (0.2,[0,0.2],0.4)',([0,0.2],0.2,0.4)'). 
以 上 求 下 关系 方程 的 最 大 解 和 极 小 解 的 方法 十 分 繁琐 ,下 面 我 们 介绍 一 种 应 
用 求 最 大 解 和 拟 极 小 解 的 原理 ,对 系数 和 矩阵 进行 "上 铣 ” 和 “ 平 铣 ”, 求 方程 的 最 大 
解 和 极 小 解 的 方法 ,这 个 方法 是 汪 培 庄 教授 提出 来 的 ,以 例题 说 明之 . 
例 4.13.2 求解 例 4.13.1 中 下 关系 方程 . 
0.3 0.5 0.2 
0.2 0 ne 


(x, ,X,,X,) ° 
0 06 0.1 

解 ” 记 系数 矩阵 为 4 ,常数 项 行 矩 阵 为 如. 

第 一 步 ” 标准 化 排列 . 将 召 中 元 素 从 大 到 小 排列 ,4 中 对 应 于 B 的 列 也 和 B 
相应 变化 


0.2 0.4 0.2 0.4 0.2 0.2 
0.3 0.5 0.2 0.5 0.3 0.2 
02 0 2i | 0 0.2 

0 06 0.1/ 06 0 0.1 


第 二 步 JH B hb“ FSESEBEA 的 第 j 列 (j=1,2,3). 对 于 每 列 , 若 oj >b, 
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将 aj 改 为 b; 若 asb, H 4; 位 置 变 为 空白 ( 即 空 集 ) ,再 对 每 一 行 求 下 确 界 ( 注 
A @ =1) , 写 在 矩阵 右边 . 


0.4 0.2 0.2 

0.5 0.3 0.2 0.4 0.2 0.2 
0 02 0.4| Æ# 0.2| 0.2 
06 0 0.1 0.4 0.4 


W x° =(0.2,0.2,0.4) 可 能 是 原 方程 的 最 大 解 . 
第 三 步 BHO PR EEA 的 第 j 列 (j=1,2,3). 对 于 每 一 列 , 落 oj > 
六 ,将 aj 改 为 6, 若 as < 六 ,将 o 位 置 变 为 空白 ( 即 空 集 ) ,并 将 第 二 步 求 得 的 最 大 解 
X 写 在 平 铣 矩 阵 的 右边 ， 
0.4 0.2 0.2 0.4 0.2 0.2 
0.5 0.3 0.2 0.4 0.2 0.230.2 
0 0.2 0.4| TË 0.2 0.210.2 
06 0 01 0.4 0.4 
第 四 步 ” 在“ 平 铣 "矩阵 中 划 去 每 一 行 中 大 于 该 行 右 端 最 大 解 的 数 
0.4 0.2 0.230.2 0.2 0.2 
0.2 0.2|0.2— 0.2 0.2 
0.4 0.4 0.4 
由 于 所 得 矩阵 的 每 一 列 均 非 空 , 则 方程 有 解 , 且 于 "是 最 大 解 . 
第 五 步 ” 在 第 四 步 得 到 的 和 矩阵 中 每 列 选 一 个 非 空 元 素 构成 一 个 矩阵 ,然后 按 
行 求 上 确 界 ( 注 V @ =0) ,所 得 向 量 是 方程 的 拟 极 小 解 . 
0.2 0.2 


0.2 0.2 0.2 

0 0.2 |0.2 

0 4 0.4 0.4 0.4 
0.230.2 0 

0.2 0.2 0.2 0.2 |0.2 

0.4 0.4 ` (0.4 0.4 


所 以 拟 极 小 解闷 = (0.2,0,0.4) ,X, = (0.2,0.2,0.4) = X,,X, = (0,0.2, 
0.4), HF X, CX, = X, 2X, $t X, = (0.2,0,0.4)# X, = (0,0.2,0.4) 为 极 小 解 . 
由 此 原 方程 的 所 有 解 为 = (0.2,[0,0.2],0.4)U([0,0.21,0.2,0.4). 

例 4.13.3 ”用 上 铣 和 平 铣 法 求解 已 关 系 方程 
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0.3 0.5 0.7 0.9 0.8 
0.2 0.4 0.3 0.6 0.5 

(zum ox) l 2 04 02 01 06 =(0.7,0.4,0.4,0.3,0.6) 
0.8 0.9 0.7 0.2 0.4 


E ”将 例 4. 13. 2 中 的 五 步 简化 为 下 列 三 步 . 


第 一 步 ,上 铣 
0.7 0.4 0.4 0.3 0.6 0.7 0.6 0.4 0.4 0.3 
0.3 0.5 0.7 0.9 0.8 0.3 0.8 0.5 0.7 0.9 
0.2 0.4 0.3 0.6 0.5| 标 准 化 |0.2 0.5 0.4 0.3 0.6 
0.7 0.4 0.2 0.1 0.6 0.7 0.6 0.4 0.2 0.1 
0.8 0.9 0.7 0.2 0.4 0.8 0.4 0.9 0.7 0.2 
0.6 0.4 0.4 0.3 0.3 
Lg 0.3 | 求 下 确 界 | 0. 3 
1 
0.7 0.4 0.4 0.4 
BTP Fit 
0.7 0.6 0.4 0.4 0.3 
0.3 0.8 0.5 0.7 0.9 0.6 0.4 0.4 0.330.3 
02 0.5 0.4 0.3 0.6 *& 0.4 0.3 |0.3 
0.7 0.6 0.4 0.2 0.1 0.7 0.6 0.4 1 
0.8 0.4 0.9 0.7 0.2 0.7 0.4 0.4 0.4 
0.3 
划 去 每 行 大 于 右 端的 元 素 ， 0.3 
0.7 0.6 0.4 
0.4 0.4 


由 于 各 列 非 空 ,所 以 方程 的 最 大 解 X' =(0.3,0.3,1,0.4). 
第 三 步 ” 求 极 小 解 
各 列 分 别 取 一 个 元 素 再 按 行 求 上 确 界 . 


0.330.3 0 

0 0.3 [0.3 

0.7 0.6 0.4 0.7 0.7 0.6 0.4 0.7 
0.4 0.4 0.4 0.4 

0.330.3 0 

0 0.3 |0.3 

0.7 0.6 0.7 0.7 0.6 0.7 


0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 
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H X, = (0.3,0,0.7,0.4),X, = (0,0.3,0.7,0.4) 是 拟 极 小 解 ,也 是 极 小 解 ， 
所 以 其 解 集 为 
X=-(0.3,[0,0.3],[0.7,1],0.4) U([0,0.3],0.3,[0.7,11,0.4). 


习 题 4 


1. 设 X= |xi,x, x | ,Y= [yi y y. y 41 ,给 出 XX 到 了 的 下 列 关系 : 
0 0.1 0.2 0.5 0.1 0.2 0.3 0.5 
R=|0.3 0.7 0.2 0.1|，S=|0.7 0.6 0.2 0.8 
0.4 0.2 0.7 0.3 0.6 0.4 0.3 0.9 
求 (1)RNMNS,R'US; (2)R,,,(R'US),;- 
2. X= {xx yx 了 = [VIa Z zasa D Re F(XxY), 
SeF(Yx Z). 
0.2 0.5 
0.5 0.4 0.1 0.6 
0.6 0.1 
R=|0.9 0.4 0.3 0.7|, S= 
0.7 0.3 
0.1 0.5 0.2 0.9 
1 0.7 


ARoS,R' OS, S'o R'. 

3. X= |[1,2,3] ,在 XX 中 定义 以 下 关系 : 

(1)R =1(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)1;5 

(2)R,=1(1,1),(2,2),(2,3),(3,3)1; 

(3)R, ={(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(1,3),(3,3)}; 

(4)R,={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)}. 

指出 R, , Ra, R3, R, 具有 自 反 性 、 对称 性 、 反 对 称 性 及 传递 性 中 哪 几 个 性 质 . 

4. 设 尺 =(m)。S=(5)。x, 是 模糊 和 矩阵 ,证 明 

(RUS) =R"US", (RAS) =R NAS". 

5. R= (Tj) nuns S = (s). ERDE RE , UER o S) = S e R". 

6. 设 ReF(XxY), 证 明 R 是 了 上 的 传递 关系 的 充分 必要 条 件 是 Vae 
[0,1], Yx,y,ze X, Æ R(x,y) ga ,R(y,z) =a, M] R(x,z) ža. 

7. 设 ReF(Xx7)(te7),SeF(Yx2Z) ,证 明 

(DD(UR,).S=UR,.S; (2) (NMR) SC NR, °S. 


8. 设 ReF(XxX), 若 R*?DR""'(neN) ,证 明 1(R) = U ri. 
9. 设 RR 是 了 上 的 下 自 反 和 下 对 称 关系 ,证 明 YAe[0,1]1, 有 
(t(R)), =t(R,). 
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10. 设 X= oo ya}, RE F(X xX), 
1 0 0.1 0 0.8 1 0.6 
0 1 0 1 1 0.8 1 
0.1 0 1 0.7 0.6 0 0. 1 
R=| 0 1 0.7 1 0 0.9 0 
0.8 0 0.6 0 1 0.7 0.5 
1 0.8 0 0.9 0.7 1 0.4 
0.6 1 0.1 0 0.5 0.4 1 
RIR), FERRA. 


11. 设 模糊 图 C 如 图 4.14 所 示 , 求 6 的 最 大 生成 树 . 


dt ssh YE 73,7] R Rs e F(X xY), 
0.3 1 0.2 1 0 05 0 0.5 
0.9 02 0 0.5 I 0 05 0.5 

R =|0.8 01 08 09| R=-|1 o o 

0.9 0.5 1 0.9 
05 0 07 0.7 0 0 0 0 

(1) 求 Ri,R, 在 下 和 了 上 的 投影 ， 

(2) 求 Ri,R, 在 x, fll y, 上 的 截 影 . 


13. 2 X = laists, t,x}, Y = Li, y. ,和 |, 给 定单 因素 评判 矩阵 R 和 权 向 
量 4， 


© 
° 
t 
° 
° 
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06 0 
0.3 0.2 
0.3 0.3 
0.5 0.2 


， A=(0.5,0.3,0.1,0.1) 


用 最 大 隶属 原则 求 综合 评判 的 结果 . 
14. 判断 下 列 模 糊 关系 方程 是 否 有 解 ,如果 有 解 , 求 出 其 最 大 解 . 


0.5 0 0.6 
(1)|0.3 0.2 0.6 
0.3 0.2 0 


05 0 0.6 
(2)|0.3 0.6 0.2 


0.3 0.2 0 


x 


t 
0.63 |, 0.4 
0.2|。| ` |=]0.5 | 
0.7) |”] (0.3 

Xa 

x, 
0.6) |, 0.4 
0.2|.] `|=-]o.51 
0.7) 1 | (0.3 


Xa 


15. 求 出 下 列 模糊 关系 方程 的 全 部 解 


0.5 0.5 0.6 0.7 0.4 
x 
07 0 05 0 {| l-10. 
0 04 0 01) | lo.3 
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第 5 章 模糊 人 逻辑 


模糊 逻辑 是 模糊 数学 中 很 重要 的 一 个 分 支 .模糊 逻辑 对 于 模糊 控制 论 、 模 糊 语 
言 、. 计 算 机 科学 、 医 疗 诊 断 等 方面 都 具有 实际 意义 . 现代 科学 对 模糊 性 的 研究 ,开始 
于 罗素 和 布 兰 克 的 工作 . 由 于 缺乏 描述 和 处 理 模糊 性 的 得 力 概念 ,他 们 的 工作 并 未 
导致 新 逻辑 理论 的 出 现 . 逻辑 学 界 的 注意 力 转向 其 他 方面 . 我 们 现在 知道 ,集合 论 
和 数理 逻辑 在 某 些 方面 是 等 价 的 ,因此 在 1965 #E L. A. Zadeh 的 模糊 集合 理论 诞 
生 后 ,首先 便 应 用 于 数理 逻辑 ,相关 资料 表明 ,在 1966 年 马 利 诺 斯 (P. N. Marinos) 
已 经 发 表 了 模糊 逻辑 的 内 部 研究 报告 ,首先 提出 模糊 逻辑 的 概念 ,这 标志 着 模糊 逻 
辑 的 诞生 . 1969 年 , 戈 根 (J. A. Goguen) 研 究 了 不 确切 概念 的 逻辑 问题 . 1972 一 1974 
年 ,L. A. Zadeh 先后 提出 了 模糊 限制 词 .语言 变量 .语言 真 值 .近似 推理 等 关键 性 概 
念 ,制定 了 模糊 推理 的 复合 规则 , 莫 定 了 模糊 逻辑 的 基础 . 同时 马 丹 尼 ( 王 . H. Mam- 
dani) 把 模糊 逻辑 与 模糊 语言 用 于 工业 控制 ,提出 了 模糊 控制 论 . 此 外 ,美国 的 戈 
根 、 斯 卡 勒 (H.J Skala) 等 人 也 对 模糊 逻辑 进行 了 多 方面 的 探讨 . 这 些 工作 标志 着 
模糊 逻辑 作为 一 个 新 的 研究 领域 初步 开拓 出 来 了 . 


$5.1 模糊 命题 与 远 辑 演算 


5.1.1 普通 命题 与 逻辑 演算 


通常 把 具有 真 假 可 言 的 陈述 句 称 为 (普通 ) 命题 , 记 为 P,@,…. 例如 :“7 是 自 
然 数 " ,“7 是 偶数 ”,“ 雪 是 白 的 ”,“ 雪 是 黑 的 ”. 其 中 第 一 、 第 三 命题 是 真 命题 ;第 
二 ,第 四 命题 是 假 命题 , 但 “现在 几 点 了 ”就 不 是 命题 ,因为 不 是 陈述 句 . 任何 命题 
都 存在 判定 真 假 的 问题 . 一 个 普通 命题 非 真 即 假 , 非 假 即 真 ,可 以 明确 判断 . 设 是 
全 体 普通 命题 组 成 的 集合 , 令 

T: p—{0,1| 
1， 若 P 是 真 命题 
Pen TP = 和” zp RERE 
称 7(P) 为 命题 P 的 真 值 ,10,1| 称 为 真 值 域 . 

例如 :命题 P 是 :“7 是 自然 数 ”, 则 T(P) =1. 命题 P 是 :“7 是 偶数 ”, 则 

T(P) =0. 
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一 个 语句 ,如 果 不 能 再 进一步 分 解 成 更 简单 的 语句 , 且 也 是 一 个 命题 , 则 称 该 
命题 为 原子 命题 . 若干 个 原子 命题 通过 命题 连接 词 连 接 起 来 而 构成 的 新 命题 , 称 为 
复合 命题 . 常用 的 命题 连接 词 ( 亦 称 命题 运算 ) 有 以 下 五 种 : 

(1) 否 定 连接 词 -( 非 ): pp,P 一 "了 

真 值 7(- P)A1-7T(P) 
(2) 析 取 连 接 词 V (R): u xu—=u,(P,Q)—P VQ 
真 值 T(PVQ) AT(P) VT) 
GAREA): uxua, (P,O —PAQ 
真 值 T(PAQ)AT(P) AT(O) 

(4) 蕴 涵 连 接 词 一 (蕴涵 ) : yxp4,(P,0) 一 (P 一 0) 

HIB T(P—>Q) AT PV Q) 

(SmE Eh): uxua, (P,Q) >P) 

AE T(P) &T( (P>) A(Q=>P))=T( (7 PVO) AC QVP)). 

例如 :命题 P 表示 “ 张 三 是 工程 师 ” ,命题 Q 表示 “ 李 四 是 大 学 生 ” , 则 ~ P 表示 
“ 张 三 不 是 工程 师 ”,~ Q 表示 “ 李 四 不 是 大 学 生 ”,PAQ 表示 “ 张 三 是 工程 师 且 李 
四 是 大 学 生 ”,PV Q 表示 “ 张 三 是 工程 师 或 李 四 是 大 学 生 "” 等 . 

在 数理 逻辑 中 研究 命题 ,并 不 关心 命题 叙述 的 具体 内 容 , 而 只 注意 命题 的 真 假 
值 以 及 命题 之 间 的 逻辑 关系 . 这 样 ,我 们 就 可 以 对 命题 作 形式 化 的 研究 . 

例如 ,根据 定义 ,无 论 命题 P 表示 的 是 什么 内 容 , 则 当 且 仅 当 已 假 时 ,” 己 为 
K , 换 句 话说 , 当 P 真 时 ,~P 为 假 . 这 里 所 讨论 的 逻辑 是 二 值 逻 辑 . 为 简便 起 见 ,以 
1 表示 真 ,0 表示 假 , 则 以 上 所 述 可 以 写成 表 5. 1 的 形式 . 

表 5. 1 称 为 真 值 表 . 演算 法 则 可 以 由 真 值 表 唯一 确定 . 类 似 地 ,PVQ 和 PAQ 
的 真 值 表 如 表 5.2 所 示 . 


表 5.1 
— 
P aP 
1 T 0 
0 1 


命题 的 真 值 表 完 全 刻画 了 命题 的 逻辑 含义 ,因此 ,两 个 命题 P 30 Q 的 真 值 表 
如 果 完 全 相同 ,我们 就 把 它们 看 成 相等 , 记 做 P= Q. 

在 真 值 表 中 , 若 一 个 命题 的 值 都 是 1, 则 称 为 永 真 命题 ,也 称 为 重 言 式 ; 若 一 个 
命题 的 值 都 是 0, 则 称 为 永 假 命题 ,也 称 为 矛盾 式 . 
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在 集合 论 中 ,给 定论 域 U 的 子 集 4, 对 U 中 的 某 一 元 素 a,a 或 者 属于 4, 或 者 
不 属于 A. 因此 ,“a 属于 4” 就 是 所 谓 的 命题 . 可 以 把 这 个 命题 看 成 两 部 分 组 成 : 
“a” 称 为 主语 ,也 称 为 个 体 ;“ 属 于 4” 称 为 谓语 或 谓词 . 显然 ,只 是 个 体 或 只 是 谓词 
都 不 能 表达 一 个 完整 的 意思 ,但 把 个 体 和 谓词 结合 起 来 ,就 能 得 到 可 以 明确 判断 真 
假 的 陈述 句 , 即 命题 . 通常 用 大 写字 母 表示 谓词 ,小 写字 母 表示 个 体 . 例如 ,用 P 表 
示 谓 词 “ 属 于 4”, 当 把 个 体 和 谓词 结合 起 来 构成 命 古 时 ,就 用 括号 将 个 体 括 住 并 写 
在 谓词 的 符号 后 面 ,如 ,“a 属于 4” 就 可 以 写成 P(a). 

假定 在 命题 中 出 现 的 个 体 是 变量 , 即 可 以 取 为 论 域 中 的 任意 元 素 ,我 们 用 符号 
x 表示 . 于 是 ,“x 属于 4” 就 可 以 写成 P(x). 当然 ,这 时 P(x) 的 值 可 以 取 为 0 或 1， 
随 着 x 的 取 定 而 定 . 换 句 话说 ,P(x) 的 值 是 % 的 函数 ,通常 称 为 谓词 P 的 真 值 函 
数 . 这 样 ,对 给 定 的 谓词 P,P(a) 是 一 个 命题 (a 是 一 个 具体 的 对 象 ) ,P(x) 是 真 值 
函数 . 在 讨论 中 ,为 表述 简洁 ,只 要 不 发 生 混 淆 ,P(x) 也 常用 P 代表 相应 的 命题 或 
CAB PS X. 

例如 ,陈述 句 “x 是 大 学 生 ” ,由 于 x 是 变 元 ,因而 无 法 判断 其 真 假 ,x 不 是 一 个 
命题 ,如果 给 * 赋 以 具体 对 象 xo( 如 张 三 ) , 则 “x。 是 大 学 生 " 就 是 一 个 命题 . 我 们 也 
常 将 这 种 陈述 句 称 为 谓词 ,x 称 为 个 体 变 元 ,是 句子 的 主语 ,“ 是 大 学 生 " 是 谓语 . 请 
词 可 以 看 做 一 个 命题 函数 . 


H:X—>u, xy —>H(x,) en 
以 4 表示 使 P(x) 为 真 的 所 有 x 组 成 的 集合 , 即 
AA {x|T(P(x)) =1| e2” 
或 简写 为 44 {x | P(x)| e 2’, 称 集合 4 为 谓词 的 集合 表示 (或 称 为 真 域 ). 
则 x 属于 4,P(x) 为 真 , 取 值 为 1, 即 7T(P(x))=1; 否 则 ,P(x) 为 假 , 取 值 为 0， 
即 7(P(*)) =0. 这 样 ,在 集合 和 人 逻辑 之 间 可 以 建立 起 对 应 关系 如 下 


集合 逻辑 
A P(x) 
acA P(a)=1 
agå P(a) =0 


有 了 时 把 PP 或 P(x) 称 为 集合 4 的 特性 谓词 . 所 以 ,用 描述 法 确定 集合 ,实际 上 
就 是 用 特性 谓词 来 确定 集合 . 集合 与 特性 谓词 是 一 个 事物 的 两 种 表述 方式 . 
同样 ,陈述 名 “x 与 y 谈话 ”也 是 一 个 谓词 ,个体 变 元 (主语 ) 是 x,y, 谓 语 是 “ 谈 
W”. 可 以 用 R(x,y) 来 表示 , 称 为 二 元 谓词 ,R(x,y) 的 集合 表示 为 一 个 二 元 关系 
RA 1(x,y) IT(R(x,y)) =1} e27” 
三 元 谓词 四 元 谓词 等 类 似 . 
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5.1.2 模糊 命题 与 模糊 谓词 


考虑 陈述 句 “ 张 三 是 年 轻 人 ”, 由 于 年 轻 人 的 概念 是 模糊 的 ,因而 “ 张 三 是 年 轻 
人 ”无 确切 的 真 假 可 言 ,但 是 该 陈述 名 又 有 真 假 的 含义 . 这 种 陈述 句 称 为 模糊 命 
Bi. 如 果 取 模糊 命题 的 喜 值 为 [0,1 1 中 的 数 , 那 么 称 这 种 模糊 逻辑 为 无 限 值 次 辑 ， 
而 称 经 典 逻辑 为 二 值 逻辑 . 

对 无 限 值 逻辑 来 说 , 设 z 为 全 体 模 糊 命 题 组 成 的 集合 , 令 

T: 到 一 [0,1]， AHT(A). 

称 7( 4 ) 为 4 的 真 值 . 

类 似 地 考虑 模糊 谓词 ,如 ; 

(1) H (x) = “x 是 老人 ”; 

(2) R (x,y) =“% 与 7 很 像 ”. 

(1) 是 一 个 一 元 模糊 谓词 ,固定 x=x, 则 (x ) 是 模糊 命题 . 模糊 谓词 H (x) 
可 以 用 模糊 集 H 表示 ,x 对 H 的 隶属 度 jy (z) = T( H (z)). (2) 是 一 个 二 元 模 
糊 谓 词 , 它 可 以 用 二 元 模糊 关系 R 来 表示 , (x,y) 对 R ERAR pg (x,y) = 
T( R(x,y)) , 即 一 个 二 元 模糊 谓词 对 应 于 一 个 二 元 模糊 关系 . 三 元 的 类 似 . 


5.1.3 无 限 值 模 糊 命题 的 逻辑 演算 


和 普通 集合 的 运算 推广 到 模糊 集合 的 运算 类 似 ,我 们 很 自然 地 将 二 值 逻辑 演 
算 推 广 到 模糊 命题 中 来 ,所 以 ,在 模糊 命题 集合 中, 也 有 “人 ,VYV ," —, +” 
算 : I 
1. “~ ”( 非 ) :是 映射 F— F, 
V4EF，4hHrn4 
其 真 值 ,7T(~ A) =1 -7(4). 
2.“ A”( 合 取 ) :是 映射 F x F—F, 
VA,BeF, (A,B)IS (AAB) 
其 真 值 ,7T(4AB) =T(A) AT(B). 
3.“V”( 析 取 ) :是 映射 FxF 一 F， 
VA,BeF, (A,B)—(AVB) 
甚 真 值 ,7(4VB) =T(A)VT(B). 
4.“ 一 "(蕴涵 ) :是 映射 F x F—F, 
VA,BeF, (A,B)—(A—B) 
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HA,T(A—>B)=T((7 4)V (4AAB)) 
. =T(n A) VT(AAB) = (1-T(A))V(T(A) AT(B)) 
5. “<” (EN) :是 映射 F x F—F, 
YA,BeF, (A,B)—(A=B), 
其 真 值 ,T(4=B) =T((A—B)A(B—A)) =T(A—ByAT(B—A). 
由 于 谓词 可 以 由 集合 来 表示 ,谓词 的 逻辑 演算 人 V 与 集合 运算 U,Nn,c 
相对 应 ,所 以 (F(X) ,人 ,VY ,~ ) 是 与 (f,U ,人 间 ,c) 对 应 的 软 代 数 系统 . 
正 是 由 于 命题 的 逻辑 演算 与 其 集合 表示 的 集合 运算 相对 应 ,所 以 模糊 命题 的 
模糊 集合 表示 的 运算 依赖 于 模糊 算 子 的 形式 . 
设 模糊 命题 A.D e k ,一 般 地 ,我 们 有 如 下 的 运算 : 
(1) 概 率 积 与 概率 和 
T(AAB)AT(A)T(B) 
T(AAB)AT(A) +T(B) - T(A)T(B). 
(2) 有 界 积 与 有 界 和 
T(AOB) max T(A) +T(B) -1,0} 
T(A®B) A min{T(A) +T(B),1}. 
(3 ) Einstein 积 与 和 


T(A)T(B) 
T(A))(1-T(B)) 


T(A eB) 4 G 


: T(A) +T(B) 
TCA EB) AT TODTET 
(4)Hamacher 积 与 和 
; T(A)T(B) 
7(4 yB) +(1-A)(T(A) +T(B) -T(A)T(B)) 
Tea yB) a T (A) +T(B) + (2 -2)T(A)T(B) 


Lela- DD (T(A)T(B)) 
其 中 入 宇 1 为 参数 . 
(5)Yager 和 与 Yager 积 
T(A yB) Amin|1,[T(A)”+T(B)°]'”] 
T(AyB)A1-min|1,[1 -T(A))'+(1-T(Bp))] 21, 
Rh p>1 为 参数 . 


5.1.4 模糊 命题 公式 与 模糊 谓词 公式 
模糊 命题 公式 的 定义 可 以 采用 下 面 的 递归 定义 . 
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定义 5.1.1 (1) 原 子 模糊 命题 是 模糊 命题 公式 (又 称 为 合式 公式 ); 

(2) 若 4 是 模糊 命题 公式 W A 是 模糊 命题 公式 ; 

(3)3 A,B 是 模糊 命题 公式 , 则 A V 8 , 4 A 8 是 模糊 命题 合式 公式 ; 

(4) 当 且 仅 当 有 限 次 使 用 (1) (2) 、(3) 求 得 的 公式 是 模糊 命题 公式 . 

对 模糊 谓词 公式 ,类 似 地 有 以 下 定义 . 

定义 5.1.2 (O) 原子 模糊 谓词 是 模糊 谓词 公式 ; 

(2) 若 4 (yi,y;，…,Y,) 是 模糊 谓词 公式 , 则 = A (Yis Y2 y.) 
也 是 模糊 谓词 公式 ; 

(3) 若 A (YYY) B (y y ，… ,7,) 是 模糊 谓词 公式 , 则 

ACyispa y) V B(yi,y 7 y), A (yy 7 y.) A B(y y o 7 y.) 
也 是 模糊 谓词 公式 ; 

(4) 若 A (y, y, Yn) ERAR WAR, M Yy) A (y, Yis )， 
F (y) 4(07 ,7;，,…,Y,) 也 是 模糊 谓词 公式 ; 

(5) 当 且 仅 当 有 限 次 使 用 (1) ~ (4) 求 得 公式 是 模糊 谓词 公式 . 


5.1.5 模糊 逻辑 函数 (或 模糊 逻辑 公式 ) 


普通 命题 公式 的 真 值 可 以 用 相应 的 布尔 函数 给 出 ,类 似 地 可 以 用 模糊 逻辑 公 
式 给 出 模糊 命题 的 真 值 ,模糊 逻辑 公式 是 布尔 函数 的 推广 . 若 4 ACP, Pa, 
P,) 是 模糊 命题 公式 ,其 中 ,P,P,,… P. 为 模糊 命题 变 元 , 令 TO) = e [0,1]， 
那么 命题 变 元 P, 与 变 元 x; 相对 应 ,于 是 ,模糊 命题 4( P,P,,…,P,) 可 以 对 应 其 真 
值 FTC4(P PP) ) = fü m ls.) BI | 

f.[0,1]"_[0,1], (xuma, gs) SOA xa," st) 

称 / 为 4 的 模糊 逻辑 函数 ( 或 模糊 逻辑 公式 ) , 亦 即 为 4 的 真 值 的 模糊 表达 式 . 

下 面 给 出 严格 的 递归 定义 . 

定义 5.1.3 (1)0,1,%.(i=1,2,…,n) 是 模糊 逻辑 公式 (这 里 (i=1,2,…， 
n) 表示 函数 f(x sa ,x。) =xisx; 对 应 命题 变 元 已 , 即 7(P,) =x;0,1 分 别 对 应 
恒 真 , 便 假 命题 , 它们 是 函数 广 ( 和) =0， fret) =); 

(2) 车 /是 模糊 逻辑 公式 , 则 -=1 -/ 也 是 模糊 逻辑 公式 ; 

OES e 是 模糊 逻辑 公式 , 则 /人 g, /V z 也 是 模糊 逻辑 公式 ， 

(4) FE 是 有 限 次 使 用 (1) ~ (3) 得 到 的 最 小 类 的 集合 , 称 /fe FE 为 n TAWE 
辑 公 式 ,或 n 元 真 值 模糊 表达 式 ,简称 为 n 元 公式 . 

例如 , Kx,y) = (g Ay) V(x*A7) 是 二 元 模糊 逻辑 公式 . 应 该 指出 , 并非 
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[0 ,1]5 中 一 切 函 数 都 可 以 作为 真 值 的 模糊 表达 式 . 
一 个 布尔 函数 在 |0,1} 中 取 值 ,表示 命题 所 涉及 的 概念 是 确切 的 、 清 晰 的 ,而 
一 个 模糊 逻辑 公式 f(xi ,x,,，… ,x,) 在 10,1] 中 取 值 ,说 明 所 涉及 的 概念 是 模糊 的 ， 
f(x ,x ，,…,%,) 与 0 或 1 越 接近 , 则 概念 越 清 晰 ,为 了 比较 它们 的 清晰 程度 ,我 们 定 
义 一 个 二 元 “清晰 ”关系 C. 
定义 5.1.4 在 [0,1] 中 定义 二 元 关系 Ce 多 (10,1] x[0,1]). 
(a,b) e CGIE aC) oa> b> 或 agb< 


称 C 为 清晰 关系 , 称 aCb 为 上 清晰 于 b. 

在 [0,1]" 中 定义 二 元 关系 CeP([0,1]"x[0,1]"), 

(a,,a3, a )C(b b3, b, ach, (i=1,2,.…,n) 

称 (ai ,a;,，… ,a,) 清 晰 于 (6, ,6,,… b.) 

定理 5.1.1 模糊 逻辑 公式 /具有 如 下 性 质 : 

Va,be[0,1]", aCb=fla)Cf(b) (5.2) 

证 明 < FE'= flfe FE 满足 式 (5.2)| , 现 证 FE' = FE. 

(1) 由 于 0,1,xi(i=1,2,…,n) 分 别 表示 模糊 逻辑 公式 
fr (xis xis z. )=0,f,(x,,x,,"' x )=1,f(x,,x,, ,x J) =x (t=1,2,.,n), 
于 是 ,aCb 坟 fi(a) =a;Cb;, =f (b). XAH fela) =f,(b) =0, fla) =f,(b) =1, 且 
0C0, 1C1 自然 满足 ,因此 0,1,x(i=1,2,.…,n)eFE.. 

(2)#r fe FE', 则 


(5.1) 


fo) > 人 > 本 OEO 
aCb —f(a) Cb) > > 
或 Ka) </(5)< 子 |#8 1-/(a)>1-/0)>=T 


` (a) sa f(b) <> 
= > Aa) Cn fO). Atn fe FE'. 
或 " fla) > f(b) 2 


(3)# f,g e FE', 则 aCh=f(a)Cf(b),zg(a)Cg(b) 


(Dfa) >f(b) >E gla) >g(b) > 


m(2)/(a) >f(b) >E gla) <g(b) < 


或 (3)f(a) </(b) <H z(a) >z(b) > 


或 (4)f(a) Sb) SB gla) Sz(b) < 


|= s|= el- oI- 
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Ka) Vg(a) >S) Vgl) >=>, 
(1) N 
2 


fla) Agla) ZS) Ag(b) z 


f(a) Vela) =f(a) SAD) =A) Ve >>, 
或 (2) | 

fla) Ag(a) =a(a) <Sz(b) =f) Ag(b) <— 

fla) Vegla) =g(0) 28(8) =A) Veb) >, 
或 (3) , 
fla) Ag(a) =f(a) SAD) =f) Ag(b) <— 


fla) Vela) sfb) Vz(b) sÀ 


或 (4) ; 
(OLON OLOS 
(fla) Ve(a))C(/(b) Velb)), 
> [a Asta) CAD As 
因此 , fV e, free FE'. 
由 于 FE 是 最 小 类 ,因此 FE' = FE. 
定理 5. 1. 1 说 明 ,模糊 逻辑 公式 中 变量 n,a, e, 赋值 越 清 晰 , 则 
(zzz,) 取 值 越 清晰 ,对 应 到 模糊 命题 公式 4 =4A(P,,P,,…P,) ,命题 变 元 
(Pi,P;,…,P,) 的 实 值 (T(P,) T(P,) ,… ,7(P,) ) 越 清晰 ( 亦 即 (P, Pa, P.) 
及 的 概念 模糊 程度 越 小 ) , 则 真 值 7(4) 越 清晰 ( 亦 即 所 组 成 的 命题 4( P,P,,…， 
P,) 的 模糊 程度 越 小 ). 这 是 符合 实际 的 . 
比较 布尔 函数 与 模糊 逻辑 公式 的 定义 , 显 见 ,如果 将 布尔 函数 中 变 元 
(4,%z，…,%,) 取 值 范围 扩充 到 [0,1]", 则 布尔 函数 可 以 扩充 为 怕 辑 函数 公式 . 反 
之 将 一 个 模糊 逻辑 公式 的 变 元 (x, ,x,，… ,x,) 的 取 值 范围 限制 在 10,1}" 上 ,模糊 逻 
辑 公式 是 否 退化 为 一 个 布尔 函数 呢 ? 结论 是 肯定 的 . 
定理 5.1.2 设 /fe FE 是 n 元 F 公 式 ,限制 变 元 (zx,x;,…,x,) e 10,1}", 则 
Cox e {10,1|. 
证 明 令 FE' = |f|fe FE, 满 足 性 质 (4)| 
EEBR(A): V (xr,m ox.) e LOLE SAC staen) e 10.1]. 不 难 验证 FE' 
= FE. (证 明 留 给 读者 ) 
定理 5.1.2 说 明 一 个 n 元 F- 公 式 /, 限 制 变 元 在 10,11" 中 取 值 , 则 /退化 成 布 
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尔 函 数 . ([0,1] ,V ,A ,~ ) 为 优 软 代数 ,因此 ([0,1]"",V ,A,” ) 也 为 优 软 代 
BL FESLOJ] UTEN V.A. 作 有 限 次 运算 封闭 ,因此 (FE,V ,和 A,” ) 是 
([0,1]5 7 ,V，A,n ) 的 子 软 代数 (只 能 进行 有 限 次 运算 , 非 完全 的 ). 

为 了 介绍 模糊 逻辑 公式 的 范式 ,下 面 ,我 们 称 变量 z, 和 =1 -x 为 字 ( 用 p, 
表示 , 即 ps = xs RT) ,将 一 些 字 的 析 取 式 Y pp 是 字 ) 称 为 于 句 ; 字 的 合 取 式 Ap 
称 为 字 组 (以 后 以 表示 字 ,由 表示 字 组 , RAFA). 

定义 5.1.5 形 如 


f= yb (m>1) (5.3) 
(其 中 由 是 字 组 ) 的 太公 式 称 为 析 取 范式 . 
形 如 
f= Aw, (m=1) (5.4) 


(CHP y, 是 子 句 ) 的 FF- 公 式 称 为 合 取 范式 . 
定理 $.1.3 设 feFE 是 一 个 nn 元 F- 公 式 , 且 Jf/ 基 0,1. 则 /的 析 取 范式 存在 . 
证 明 令 FE'=1{f|fe FE\10,11,f 析 取 范 式 存在 | MJ FE'U10,1) C FE. 
(1) 显 然 % ,x,,…,%, 本 身 是 析 取 范式 ,因此 
[xx x) GFE’, {0,l,xi,X2 7 x | CFE'U 10,1}. 
(2) 设 fe FE'U10,1j. 车 /=0, 则 -f=1; 若 f=1, 则 ~ f=0;2#rfe FE', 则 存在 
析 取 范式 


f=V [ Api, ) (pus Íx, E ORERE EE TEETER EA) ) 
` f=A [V Pya) (PE [zx 
利用 软 代数 运算 规律 可 以 将 ~ 写成 析 取 范式 . 因此 ~ fe FE'. 于 是 
feFE'U10,11—=-— fe FE'U [0,11 
(3) 设 f,geFE'U {0,1}. 
Efe 有 一 为 0( 不 妨 设 f=0), 则 fAg=0, /Vg=geFE'U10,1} 
Efe 有 一 为 1( 不 妨 设 f=1), 则 fVg=1,fAg=geFE'U1:0,11 
车 f,g e FE',(f,g 均 不 为 0,1), 则 存在 析 取 范式 


m 4 
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1 
f(x, pa, Xa) =g(x, Xas X.) "> 


(fV e) (x.,X,," X.) = (fAe)(x, an An) = 


于 是 
fVe,fAge10,11. 
利用 软 代 数 运算 规律 ,可 以 将 
Ne= (lhe) VECA 


=> 
= 
— 
— 


j=1 


fAz= (y, (Apu) ) A (V (A Piy ) ) 
写成 析 取 范式 . 因此 fV z. fAge FE'. 于 是 
fage FE'U10,11—=fVg,fNgeFE U {0,1} 
由 于 FE 是 最 小 类 ,所 以 FE'U10,1| =FE. B FE'= FE\10,11. 
类 似 地 我 们 有 以 下 定理 . 
定理 5.1.4 设 feEF 是 一 个 nn 元 所 公 式 , 且 f 才 0,1, 则 ff 的 合 取 范式 存在 . 


5.1.6 oÑ 


定义 5.1.6 设 f(x,,%y,…,x,) 是 nn 元 FF- 公 式 , 对 ae[0,1], 令 
1, f(z xs ,X,) Za, 
SATOI (ss) = | 
0, f(x, ,x,, "z, ) < a. 
1, f(x. ,x,," x.) >a, 
| 
I i 0, f(x, ,x,, "U x, ) <a. 
S HSR a RAR, SA SE a BRAR. 
定义 5.1.7 W J(x,,x,, "x, ) E n Jú F- N. 
(1)#r V (x, xs "17 Z, ) E [0,1], Crta) =1, 称 /为 a- 真 式 . 
(2)Æ V (x, ,x, An) E [0,1]", ACs, ,x ) =1, 称 /为 模糊 真 式 (或 
称 了 为 相 容 的 ) ,简称 F- 8 K. 
(3) 若 V(x ,x Xu) € [0,1], fi (x ,x ,x,) =0, 称 三 为 模糊 假 式 (或 
称 /为 不 相 容 的 ) ,简称 F-RA. 


TR, f ARMAR V (x. ,x,," X.) e .0,1]", f(x ai x.) P=; f 28 


RBR S V (sta) e [0,1]", f(x. xn) < 


[RS 
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了 是 a- 真 式 e V (x x," x.) e [0,1]”", f(x, ,xy x, ) Z a. 
定义 5.1.8 设 模糊 命题 公式 4 =4(P,,P,,…,P,) 所 对 应 的 FF- 公式 为 
Flintas ) IJ 
(DEJE a- 真 式 , 则 称 下 为 a- 真 式 . 
(2) 车 /是 F- 真 式 , 则 称 F 为 FF- 真 式 . 
(3) 车 /是 下- 假 式 , 则 称 下 为 FF- 假 式 . 
由 于 ~- AVA, n 4A 人 4 分 别 与 fF- 公式 XV x,xXAx 对 应 (这 里 =1 一 x), 而 
sVz> r A z< Bk 4V4 是 到 真 式 , ”4A4 E FIRR. 
注意 :一 个 公式 所 x ,x,,… ,x,) 可 以 既 不 是 下 真 式 ,也 不 是 F-RA. 
大- 真 式 与 F- 假 式 限制 到 二 值 逻 辑 , 分 别 与 永 真 式 与 永 假 式 对 应 . 为 了 证 明 这 
个 事实 , 先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 5.1.1 《1) 一 个 子 句 峭 是 所 - 真 式 , 当 上 且 仅 当 y 含有 对 称 变量 对 (x, ,二 ) ; 
(2) 一 个 字 组 p E: 天 - 假 式 , 当 且 仅 当 中 含有 对 称 变量 对 (xu ,x ). 
WERA 仅 证 (1),(2) 的 证 明 类 似 . 
RFN y= Vp 是 亚 真 式 , 且 不 含 任何 对 称 变量 对 . $ 
0， 当 入 在 少 中 出 现 (2 DRE gy F) 
_J1, Kx Ey PHE, 必 不 在 少 中 》 


>, Kft 


于 是 消 中 出 现 的 字 均 取 值 0, 于 是 对 这 组 (xi ,za ，… x.) ,W(x staan) = 0 <> 


5 y Æ F-WCOK 2 A. 因此 者 子 句 是 已 真 式 , 则 至 少 含有 一 对 称 变量 对 (xx ,x,). 
反之 , 设 少 中 含有 对 称 变量 对 (xs, 云 ) , 则 
#=(x,Vx,) Vp, V Vp, 
于 是 V(x xs，…xn) ， 


因此 是 FAR. 
引 理 5.1.2 (1) 合 取 范 式 /= AY 是 子 句 ) 是 FARE RMIT 
y Ë FAR. 
(2) 析 取 范 式 /= V.$,($; 字 组 ) 是 Fr- 假 式 当 且 仅 当 一 切 字 组 ó, 是 ER 
证 明 GEO) ,将 (2) 贸 给 读者 证 明 


第 5 章 模糊 逻辑 157 


/是 F-ERS V (w, st) JG a s.) Z 
! 1 
SV (x,t, £n) Ai C sas ) = 


1... 
< V (x, EAEE DA ET Xa, X, ) >= ü =1 ,2 ,7) 


ep, E F-EÑ (i=1,2,…,l). 
定理 5.1.5 设 f 是 n 元 FF- 公 式 , 则 : 
(1)f 是 FF- 真 式 当 且 仅 当 限 制 在 二 值 逻 辑 中 ( 即 限制 变 元 (x ,xi,*…,%,) e 
10,1}") 是 永 真 式 . 
(2)f 是 F- 假 式 当 且 仅 当 限 制 在 二 值 逻辑 中 是 永 假 式 . 
证 明 仅 证 (1) ,(2) 的 证 明 类 似 . 
1. i f e F-B3K M] V (z. x." x.) e [0,1]", f(x ,rs z.) 2 


RE Cn aeann) e 10,11", 由 定理 5.1.2, fCat) € | 
V (x ,x 0 z ) e |0,11 " EA 
fas) e1011 nN |,1] = 111. 
因此 在 二 值 逻辑 中 , / EQ. 
2. 设 限制 在 二 值 浸 辑 中 , /是 水 真 式 ,将 /写成 合 取 范 式 /= Ap 考虑 每 个 子 
OPA 
V(x,,x,, "x ) e 10,11"”, faxxa) =1 
S Ayla ,Ma =1 
=p; CX XXa) =l(íi=1,2,-- 1) 


可 证 由 ; 中 至 少 含有 一 对 变量 对 (zx, ,xi) ,根据 引 理 5. 1. 1 知 每 个 子 句 几 是 F-E 
式 , 又 根据 引 理 5.1.2 知 了 是 F-RA. 


85.2 模糊 逻辑 公式 的 化 简 


我 们 把 对 应 的 逻辑 公式 相等 的 模糊 命题 公式 称 为 等 价 命 题 公 式 . 因而 可 以 通 
过 模糊 逻辑 公式 的 化 简 来 进行 对 模糊 命题 公式 的 化 简 . 由 于 (FE,V ,A ,~ ÆR 
代数 而 非 布 尔 代数 ,( FE,V ,人 ,~ ) 缺 少 补 余 律 ,因而 模糊 逻辑 公式 的 化 简 问题 与 
布尔 函数 的 化 简 有 较 大 差异 . 在 模糊 逻辑 公式 化 简 问 题 的 研究 中 ,关于 模糊 蕴涵 关 
系 及 不 可 约 元 的 概念 是 非常 重要 的 . 
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定义 5.2.1 (OJAS, SH n T FAR, WMR V (x... s z.) e [0,1]" TE 8 
f(x. ,x,,"' w.) Ef (Xi ,Xs x.) (5.5) 
那么 称 / 模 糊 丝 涵 /', 记 /一 f', 并 称 f/ 是 /的 模糊 蕴涵 项 (简称 FAR). Pk f' 
是 /的 模糊 涵 项 (简称 FF- 涵 项 ). 
(2) 著 /一 ,上 且 存 在 (%4,%,，… x.) 
f(x ,X, En) <f'(x,,x,,"” ,X,) (5.6) 
则 称 / 真 模糊 董 涵 户 此 时 称 /为 广 的 真 F-RORIB ISA SA FARN. 
显然 有 
F F F _ 
x— xVy, xz“Ay——x, xAx—yVy (5.7) 
下 面 两 个 定理 明显 成 立 . 
定理 5.2.1 R/S ESRAR, MEE AR. 限制 在 一 值 远 辑 中 ， 
若 / 是 永 真 式 , 则 /' 也 是 永 真 式 . 
定理 5,2.2 WAMA WE: 
(D BE: /一 全 
(2) 反 对 称 性 ; f 一 ff 一 />= '; 
(3) 传 递 性 ; Sr, "fr", 
(MFA = fA =f. 
定理 5.2.2 说 明 -一 ,是 FE 中 的 偏 序 ,是 格 (FE, 一 ，) 与 (PE,V ,人 ) 等 价 . 
模糊 蕴涵 关系 -一 ,在 某 种 意义 上 可 以 看 做 二 值 还 辑 中 蕴涵 关系 的 推广 在 二 
值 膛 辑 中 ,如果 命 题 A— B AA, MIAA TAB) = 1 ,那么 称 4 蕴涵 B. 对 含有 
命题 变 元 P ,P,,: Pan 的 两 个 命题 公式 F(P,,P,,…,P, ) 与 F'(P,,P,,…,P,) 来 
说 , /蕴涵 F' 是 指 对 一 切 命题 变 元 (P,P,,…,P,) EA T(F—F') =1. 设 /与 /' 分 
别 是 对 应 下 与 的 布尔 函数 ,于 是 
V (P. „Pa, P)  T(F—F') =T(- FVF')=1 
SY (x, ,x, x.) e 10,1}", 恒 有 
í` /Vf'=(1-ND Vf'=1 
SY (xx. x) e 10,1}", 恒 有 
“f(x, X," x.) =1=1 -f=0 
f'(x, Xa, =1” 
eV (xx, Ee 10,1] "E 8 


f(x , x; pgn) sf’ (x ,22 An) 
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因此 在 一 值 庚 辑 中 , 称 命题 公式 蕴涵 Fr( 或 称 它们 对 应 的 布尔 函数 /蕴涵 
让 ) 当 且 仅 当 

Y (x, ,X2 n) e 10,1]", f(x, 2 a) <f'(x, Xas Z.) 

此 时 若 F(P. P, e P )3jk sN M f( x, X |". £n) =] , | g, f (x, X. U’ 
x,) 三 1 , 即 F'(Pi,P,,…,P,) 也 是 永 真 式 

模糊 逻辑 公式 的 化 简 是 将 一 个 析 取 范式 化 简 为 一 个 唯一 确定 的 由 互 素 的 并 不 
可 约 元 组 成 的 析 取 式 ( 即 主 析 取 范 式 ) 或 将 一 个 合 取 范式 化 简 为 一 个 唯一 确定 的 
由 互 素 的 交 不 可 约 元 组 成 的 合 取 式 ( 即 主 合 取 范 式 ). 为 此 ,我 们 先 定义 字 组 的 并 
可 约 元 和 并 不 可 约 元 , 子 名 的 交 可 约 元 和 交 不 可 约 元 以 及 模糊 逻辑 公式 的 互 率 概 

定义 5.2.2 (1) 字 组 由 称 为 是 并 可 约 元 (或 称 为 析 取 可 约 元 ) 当 且 仅 当 中 可 
以 表示 为 

$= V+, (m>1) 

B + — o E E FAR. 车 由 非 并 可 约 元 , 则 称 为 并 不 可 约 元 . 

(2) 子 名 由 称 为 是 交 可 约 元 (或 称 为 合 取 可 约 元 ) 当 且 仅 当 光 可 以 表示 为 

y= Aw, (m>1) 

H v 一 ww RA F-RA. 若 峭 非 交 可 约 元 , 则 称 为 交 不 可 约 元 . 

定义 5.2.3 FARS 3 z Wk E H # 054 H ig 4 f, z (f X F-AM g) B 
z >/ 

定理 5.2.3 (1)F- 公 式 f,z 互 素 f,g — fV z EN F-H. 


(2) 严 公式 六 g Ec fA g fg EA F-H. 
证 明 仅 证 (1). 


fa fV e RE F-RA g EeNNN e 
orif B f bgesf,g EX. 
3) 5.2.1 设 = Ån P = As BEDRA, A? aP e fan, 
和 
O)? YEN O HFa 在 四 中 一 定 出 现 ; 
(2)$ 中 一 6 是 真 -蕴涵 当 且 仅 当 6 中 中 的 字 x09 在 b2) 中 一 定 出 现 且 
p PEDA F aE p 中 不 出 现 . 


证 明 (1) 设 6 中 一 6 路 且 p PEER” EAO 中 不 出 现 , 令 
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0, `x, 是 x 

1 ; 34 x, 是 和 
x, = 

] 

>, 其 他 


WFP =0 而 与 xi 不 相同 的 字 均 为 六 或 1. 由 于 由 中 只 含有 区 "而 ”中 
不 含有 a ,于 是 对 这 组 (x ,x,，… x.) 


PI (x ,Xs ,x ) =0,$ (asta) > 了 
与 p2p ( < ) 的 假设 矛盾 . 因此 gO at > tD HRE a, OE 


由 号 中 必 出 现 . 
反之 ,车 ho 中 的 字 a, OE pO PARR, ERV (xz ,x. U ,x,) , 恒 有 


PP Ca m s) SB vst) pe”. 
(290) U EA FAR, E pO 中 的 字 z 在 由) 中 都 出 现 , 则 由 (1) 


app 5 A A FAR 0 U FA Rk, h oO ol EA FA, N 
bO HERE pO rh— SE B BL B 2) 中 至 少 有 一 字 x 在 中 不 出 现 
反之 , 若 bo 中 的 字 在 p? PEBRE pP PENAF Ep rB SIB 


现 , 则 由 前 一 条 件 知 pp. ,而 由 后 一 条 件 , 按 (1) 中 x 的 取 值 法 ,有 
中 (x, ,Ma X.) > > 0 =” (x, 9 "° ,X,) 


因此 由 ”是 真 F-BS EB p U. 

定理 5.2.4 在 nn 元 -公式 所 形成 的 软 代数 中 , 字 组 由 是 并 不 可 约 元 当 且 仅 
当下 面 两 种 情况 之 一 成 立 . 

(1) 中 不 含 任何 对 称 变量 对 (x, ,x ). 

(2) 由 含 每 一 变量 且 至 少 含 有 一 对 称 变量 对 (xx ,x ). 

证 明 (1)“<=”" 

D 设 由 是 不 含 任何 对 称 变量 对 的 字 组 ， 


由 = 人 zi， x' € [x 2 T TEE A 
假设 由 是 并 可 约 元 , 则 由 = 六 由 B 


do EE FH (i=1,2,…,1). 
由 引 理 $.2.1 38.0 FHZE 小 中 出 现 且 $, 中 至 少 有 一 字 在 由 中 不 出 现 . 于 
是 可 以 将 p 写成 ó$, = 中 人 路 由: 中 的 字 在 $ 中 不 出 现 . S 
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0, 34 x, 在 中 中 出 现 
|O 当天 在 由 中 出 现 
1 
2 ° 其 他 
则 中 中 出 现 的 字 均 取 值 1, 中 不 出 现 的 字 均 取 值 方 或 0. 于 是 


1 
PCX, Xr) =l, VAHER Aa x, ) => 0. 


和 (Ad 


因为 由 = Vdi, 因 此 
$b (xi ,Xs ns) = V b(n X. U Z, ) <> 


与 由 (zi ,xz xs) = 工艺 盾 . 所 以 中 是 并 不 可 约 元 . 
@ 设 由 含 每 一 变量 上 且 含 对 称 变量 对 (xn za) ,假设 由 是 并 可 约 元 ,类似 中 我 


们 有 由 = V 9, B. $, =$ A91,9; 中 的 字 在 由 中 不 出 现 . 令 
S, HaT TE HEREA 
“51, 当 束 在 由 中 不 出 现 (xs 必 出 现 ) 
0， 当 马 在 由 中 不 出 现 (2 必 出现 ) 
于 是 加 中 出 现 的 字 均 取信 也 或 1, 不 出 现 的 字 均 取 值 0, 对 这 组 (4 ,x,,… ,4,)， 


1 
VAER Xas Xn) =0, 中 (xi ,Xs x, ) 37? AEAEE ZEEE AD) = 中 A 人 由; =0 


又 因为 中 = Vd ,因此 中 (zi xz x.) = V$; ,2 Xa ) =0, 与 中 (xi ,Xs 
x.) = EFE. 所 以 由 是 并 不 可 约 元 . 
02) "=" 
设 字 组 是 并 不 可 约 元 且 不 是 (1)、(2) 两 种 情况 之 一 . 即 b 含有 某 对 称 变 
量 对 (zx T) 且 不 含 某 变量 z, ( 即 不 含 字 x ,元 ) ,由 于 
x, À x, S x,, V x,, 
=x,, Ax,, = (x, Ax, ) 人 (x, V x,,) 


= (x Az, Ax.) V (x, Ax, 人 元 ) 


中 = (x, Ax, )Ag'(g' 不 会 Nh Zk Cha Z) 


= = (x, Ax, Ax,, Ap’) V (x, Ax, Ax,, Ag’) 
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(x, Ax, Ax, AG) o E x, 在 中 中 不 出 更 ,因此 是 真 F- 获 涵 . 同样 (zu Ax, 人 


x, A) o 也 是 真 FAR RS o 是 并 不 可 约 元 矛盾 . 

类 似 地 可 以 证 明 以 下 定理 . 

定理 5.2.5 在 n 元 F- 公 式 所 形成 的 软 代数 中 , 子 句 是 交 不 可 约 元 当 且 仅 
当下 面 两 种 情况 之 一 成 立 . 

(1)y 不 含 任何 对 称 变量 对 (x, ,元 ). 

(2)y 含 每 一 变量 且 至 少 含有 一 对 称 变 量 对 (x, ). 


定义 5.2.4 (1)n 元 F- 公 式 的 析 取 范式 /= Vg$(m>>1) 称 为 主 析 取 范式 当 
且 仅 当 所 含 字 组 都 是 并 不 可 约 元 且 两 两 互 素 . 


(2)n 元 Fr 公式 的 合 取 范式 /= Aw,(m 之 1) 称 为 主 合 取 范式 当 且 仅 当 所 含 子 
A y, 都 是 交 不 可 约 元 且 两 两 也 素 . 

定理 5. 2.6 元 太公 式 /的 主 析 取 范式 是 唯一 的 ， 

E S= Üo, = yi(mz>1,1>1) 为 /的 两 个 主 析 取 范式 . 

OË m= 1, 则 由 于 /= 由 是 并 不 可 约 元 ,于 是 1=1 B f= ó, = 和 

(2) 若 严 >1, 则 1>1, 对 任 一 岂 , 由 于 由 是 并 不 可 约 元 ,由 定理 5. 1.3 知 只 
两 种 可 能 

O 如 果 由 中 不 含 任何 对 称 变量 对 (x Z.) , 令 
1, 2 x E h PERG, 必 不 出 现 ) 
O, Ma ÉE o PERC, 必 不 出 现 ) 


1 


F> 其 他 


x, = 


于 是 在 $ 中 出 现 的 字 均 取 值 1 ,不 出 现 的 字 均 取 值 或 0. 因此 


l 
1 = (x ,Ta z.) < Voi (xit )=> die {1,2,.…,7| 


i=l 


So, REHE $; 中 不 出 现 的 字 由 引 理 5.2. 154, 一 一, 中 人. 
O MR 四 中 含 每 一 变量 且 至 少 合 一 对 称 变量 对 (4 ,元 ). 令 


` x, X, 在 由 中 出 现 


当 x, 在 由 PRERE, 一 定 出 现 ) 


x, = 


1 
2? 
1, 
0, 


于 是 在 由 中 出 现 的 字 均 取 值 了 或 1, 不 出 现 的 字 均 取 值 0. 因此 
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1 
Det) ENB! Cn saaan) 
= Ji e 11,2, HI f CRET EPERE F0) => 


>o PREE $ 中 不 出 现 的 字 二 和 一, 由 
DORR, IEE o, BEE p'O e 11,2, 1) 48 b oi. 由 于 是 
并 不 可 约 元 ,同样 理由 ,一定 存在 pi (jo e |1,2,…,m| ) {E bio, TË $, -一 


$ 一 四 ,由 于 由 (j=1,2,…,m) 两 两 互 素 ,只 能 中 = 中 ,于 是 中 = 中 . 这 就 是 
说 ,每 一 个 $ 必然 是 由 中 之 一 ,同样 每 一 个 o 也 必然 是 由 中 之 一 . 所 以 两 个 主 
析 取 范式 含有 完全 相同 的 字 组 ,因而 主 析 取 范式 是 唯一 的 . 
为 了 证 明 f 的 主 析 取 范式 存在 , 先 证 明 下 面 引 理 . 
引 理 $.2.2 Ú b FH (x, ,x,, U X. ,Xi 2 ,%,) 中 的 字 组 成 的 字 组 而 且 是 
并 可 约 元 , 则 存在 少 的 析 取 范式 由 = 由 ( 严 >1) ,其 中 字 组 都 是 并 不 可 约 元 . 
证 明 由 是 并 可 约 元 ,按照 定理 5. 2. 5 ,不 妨 设 由 含 对 称 变量 对 (%, ,元 ) 且 不 
REE ee (121). 如 果 1=1, 令 
中 = 《xi A )Ag'(g' 中 只 缺 变量 x, ,x ) 
由 于 
(xw, AE) = (x, Ax, ) A (x, Vx, ) = (x, Ax, Ax, ) V (x, Ax, Ax, ) 
于 是 
Ó$ = ó, V $, (5.8) 
Pi =a Ax. Ax. AD, é$, =x Az AZ, A9' 
则 op 含 变量 对 (xu ,zu ) 且 含 全 部 变量 ,因而 是 并 不 可 约 元 . 如 果 1=2, 令 
P= (an Az.) AG (P PREE xxzx ,x ) 
x, Ax, = CEng Ax.) A (x, Vx, ) A (x, Vx,,) 
=(x Ax. Axa) V (za Az. Az.) A (z, VEn) 
=(x Ax, Ax, A (x. Vx,,)) V (x, AE. Ax, A (x, VEn) ) 
=(x, Ax, Ax, Ax,,) V (xw, Ax, Ax, Ax,,) 
V (xe Ax, Ax, Ax.) V (x, Az, Ax, AZn) 


$ =bn VaV da V ba = V V gs (5.9) 
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dn = x, Ax. Ax, Ax, A $' 
bo = x, Ax, Ax, Ax, À $' 
Pu =x, Ax, Ax, Ax,, 人 由 
Ó, = an Ax, Ax, Ax, A $. 
由 (efil21) 含 变量 对 (xuw,zw) 且 含 全 部 变量 ,因而 是 并 不 可 约 元 ,依次 类 
推 ,对 任何 有 限 值 (1<1<n -1) ,最 终 可 得 
= V 全 V fii (5.10) 


is. (hoo tth E 11,21) 是 并 不 可 约 元 . 

定理 5.2.7 设 f 是 n 元 FF- 公式 ,上 且 f/ 寺 0,1. 则 /的 主 析 取 范 式 存 在 . 

证 阴 (1) 根 据 定理 5.1.3 存在 /的 析 取 范式 . 

(2) 在 f 的 析 取 范式 中 ,车 有 字 组 是 并 可 约 元 , 则 根据 定理 5.1.4 可 以 将 /化 
为 并 不 可 约 元 的 析 取 范式 . 于 是 存在 f 的 析 取 范式 


f= V, (5.11) 
EE 6, 88353 8] 8856. 


(3) 在 式 (5.10) 中 ,车 存在 由 一 xb, 则 V(m zz) , 恒 有 
$, (x, ,X, X.) <ó,,(x, 9 rz. Ds; V 中 (xi X. x.) =ó,,(x, 和 
于 是 ó, V ,= 中 ,可 以 在 式 (5.10) 中 删 去 6, 

把 式 (5. 10) 中 那些 蕴涵 其 余 字 的 字 组 全 部 删 去 (对 互相 蕴涵 的 两 个 字 组 保留 
其 中 一 个 ). 最 终 得 到 字 组 两 两 互 素 的 析 取 范式 

f= V$, (5.12) 

HFR DERRER RFA 9, ARTA, W H B Bš TE 3 , AER 
(5.9) 即 /的 主 析 取 范式 

定理 5.2.8 给 出 一 个 化 简 模糊 逻辑 公式 的 途径 ,其 步骤 如 下 : 

(1) 利 用 软 代数 运算 公式 ,将 -公式 /写成 析 取 范式 

(2) 对 /中 每 一 并 可 约 元 四, 将 所 缺 变量 x, 相应 的 x, V Z, 与 由 合 取 由 人 (x, V 
z) 然后 再 写成 析 取 范式 . 

(3) 将 那些 蕴涵 其 余 字 组 的 字 组 删 去 

(4) 所 得 最 终 表达 式 即 / 的 主 析 取 范式 . 

例 5.2.1 化 简 

J=zA((yA(yVx)V(zAyAxAx))V(zAyA((yAxAzx) Vz)). 

解 (1) 将 /写成 析 取 式 
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f =zA((yAy) V(yAx)V (zAyAxAz)) 
V(zAYAyAxAx)V(zAyA2) 
=(zAyAy)V(zAyAx)V(zAzAyAxz Ax) 
V(zAYAyAxAx)V(zAvyA:z). 
(2) 第 1,5 项 为 并 可 约 元 
(zAyAy) =(zAyAy)A(xVx) =(xAy7A7Az) VCZAY7A7A 人 2 
(zAyAz) = (ZAJA) A(xVx) =(xAyAzAz)V(xAyAzAz) 
于 是 
f =<(xAyAyAz)V (xAyAyAz) V (xAyAz) 
V(xAxAyAzAz)V(xAxAyAyAyAz) 
V(xAyAzAz)V (xAyAzA:). 
(3) ZAyAyAz:— AYA: 
TAJAZAZ— AYA: 
于 是 
J=(x“AyAyAz)V(xAyAz)V(xAzAyAzAz) 
V(xAxAyAyAz)V (xAyAzAz) 
即 f 的 主 析 取 范式 . 
关于 主 合 取 范式 ,类 似 地 存在 以 下 定理 . 
定理 5.2.9 设 f 是 n 元 F- 公 式 , 且 f 半 0,1, 则 /的 主 合 取 范 式 存在 且 唯 一 . 
(证 明 留 给 读者 ). 
定理 5.2.10 设 六 公式 -的 主 析 取 范式 是 


7f=V (Aaa) (5.13) 
则 j 的 主 合 取 范 式 是 | 
f= Á (Va, ) (5.14) 
( 需 先 证 明 $ 是 并 不 可 约 元 的” 由 是 交 不 可 约 元 . 证 明 留 给 读者 ). 


85.3 模糊 逻辑 公式 与 组 合 回路 


作为 F- 公 式 的 实际 应 用 ,这 里 简单 叙述 一 下 组 合 回 路 . 由 于 F- 公 式 不 像 二 值 
逻辑 中 那样 只 取 “0" 或 “1" 值 ,因此 在 实际 处 理 中 会 遇 到 问题 . 为 了 解决 这 个 问题 ， 
可 以 在 [0,1] 上 把 F- 公 式 分 成 有 限 个 等 级 . 

一 般 地 ,将 10,1]j 分 成 如 下 m 个 等 级 ， 


m 


[0,1] = Uc, C,nC,= $ (i=j) (5.15) 
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其 中 C = [t,. i 5) ,1<isgm,0=t <t, < <t, =1. 
设 -公式 /已 表示 为 主 析 取 范式 ,如 果 对 V (xi,%s,…,%,) e [0,1]", 
f(x. ,x,," z.) EC(l sjam) (5.16) 
时 ,就 说 F- 公 式 f 属 于 第 j 级. 
我 们 举例 说 明 如 何 找 出 /属于 第 7 级 的 条 件 . 
例 5.3.1 设 
f(x,7,2) = (XAY)V (xAyAz) (5.17) 
f 属于 第 7 级 的 条 件 全 Kx,y,z) e Ct 所 f(x,y,z) <t, BA 
(XAY) V(x AYAZ) Zt 
ef TAVAS AD) <t 


xAy2t;_, 
[A 
xAy <t 
POA 
| 
x<l -t,_, B 
| E | a YZ tj (5.18) 
y<l -t H 
z<] -t;_, 
x <t 
>l t 或 
| 或 | y <t, (5.19) 
y>1 -t 或 
z>l -t 


可 以 看 出 ,Fe C, 的 上 述 不 等 式 关系 具有 如 下 特点 : 

(1) 联 系 于 不 等 号 > 的 单字 在 /中 是 肯定 形式 ;联系 不 等 号 友 的 单字 在 中 是 
否定 形式 。 如 式 (5.18) 中 ,x 之 5 的 x 在 式 (5.17) 中 是 字 组 (xAyAz) 中 的 x, 它 
是 肯定 形式 ,x<1 一, 的 x 在 式 (5.17) 中 是 字 组 (xAY) 中 的 x, 它 是 否定 形式 . 

(2) 联 系 于 不 等 号 > 的 单字 在 了 中 是 否定 形式 ;联系 于 不 等 号 < 的 单字 在 了 中 
是 肯定 形式 . 

利用 (1) 和 (2) 的 特点 ,给 定 F- 公 式 f 的 主 析 取 式 , 就 可 以 系统 地 求 出 类 似 式 
(5.18) 与 式 (5. 19 ) 的 不 等 式 ， 

8JS.3.2 g(x,t,z,u) = (XAyAz)V (xAyAz)V (xAzAu) ,使 用 关于 4.， 
的 特点 (1) , 即 可 以 得 出 
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x<l -t LE-AR x= tj 
H H H 
YZ 或 17 之 .1 或 1z 志 1 -ti 
E R R 
Zl -ti usl -ti u= tj 
关于 请 使 用 (2) 的 特点 ,得 出 

x>] -t x <t x <t, 

或 或 或 

y<t, Hiy<i Hiz>l1-t 

或 或 或 


z>1-t u>l-t, u <t, 


对 应 例 5.3.1 中 下 -公式 (5. 17) K 38 B| aR S. 1 所 示 . 


可 以 按 图 5. 1 设计 一 个 判断 方案 . 令 
J ={(x,y,z)1(x,y,z) 满 足 条 件 式 (5. 18) 且 式 (5. 19) 上 | 
当 (x,y,z) e 了 时 , 则 得 到 输出 信号 ,表示 此 时 所 x,y,z) 属 于 第 j 级 , 当 (x,y,z) gJ 
时 , 则 得 不 到 输出 信号 . 如 图 5.2 所 示 . 


Ev) 


图 5.2 


把 有 -公式 分 成 若干 级 ,寻求 了 属于 各 级 的 条 件 , 称 为 天 公式 的 分 解 . 该 问题 的 
逆 问 题 是 给 出 -公式 的 一 种 分 解 , 求 出 满足 这 种 分 解 条 件 的 F- 公 式 . 称 这 样 的 问 
题 为 天 -公式 的 合成 . 
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例如 当 (*,y,z) 满 足 式 (5. 18 ) 及 式 (5. 19) 的 条 件 下 , 求 满足 5，<f(*,y,z) < 
t, 的 FF- 公式 f. 显然 可 以 从 式 (5.18) (5.19) 中 直接 求 得 
f(x,y,z) = (&Ay)V (xA yAz) 
往往 在 给 出 条 件 J 中 ,限制 (xi ,x,,… ,x,) 的 边界 值 与 1,i 无 关 , 这 样 寻求 F-Z 
式 f 就 遇 到 困难 . 但 是 我 们 可 以 设计 一 种 等 效 的 逻辑 回路 , 当 (x1,x,,… ,x,) e J 
时 ,可 以 得 到 输出 信号 (表示 fe [i ,5)). 
例 5.3.3 设 变量 x,y,z 满足 条 件 


x= a, 
x=a, R 
|a 或 (ya (5. 20) 
y>a, |Ë 

z=<a, 

x <a, 
x > ag 或 
HBay<a, | (5. 21) 
y>a, | 或 

Z> G, 


a, a3," aÓ E[0,1], 求 F- 公 式 f 使 得 f(x,y,z) e [ta s£). 

E hF ai s02," G o € [0,1]35 tt X>, 直接 寻求 F- 公 式 f 是 困难 的 . 
处 理 这 样 的 问题 ,可 以 乘 以 适当 的 因子 o, ,@,,… ,ww ,使 得 式 (5. 20) 与 式 (5. 21) 
改 为 


wX >w; =b; 


WIXEaw =l -t H 
|s sk Q y >> G, @, =t (5.22) 
WY a = ta H 


人 5z 委 0505 =l -ti 


wg% < aW; = t, 


wX% >a eo, =1 -t | 或 
| H WY < agw = t, (5.23) 
wY < Q707 =t; 或 


(Z > awp =l — t 
于 是 jO, ,on 可 以 确定 ， 


_ 一声 -1 t, 


w, M = > 
G, G; a, G, G, 
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l-t; t t t l-t, 
06 "a ° w, "a @ = wg "a Wio = PW 
满足 式 (5. 22) 与 式 (5. 23) 的 六 公式 分 别 为 

让 (xy;z) = ((@x) 人 (asy) ) V Cox) A Coway) A (wsz) 

Salay) = (Cwt) A Coy) ) VC Cwr) Awy A Cow) ). 
需要 构造 一 个 等 效 的 逻辑 回路 , ERR RERE >, B f, <t. 我 们 称 该 
逻辑 回路 为 合成 问题 的 组 合 回路 ,该 逻辑 回路 可 以 用 图 5. 3 表示 . 按 图 5. 3 的 组 合 
回路 设计 判别 方案 ,显然 当 (x,y,z) sy 时 , 则 得 到 输出 信号 ,否则 得 不 到 输出 信 


© @ 
5 


o 


85.4 模糊 逻辑 的 演绎 推理 


5.4.1 二 值 逻辑 演绎 推理 
二 值 逻 辑 中 有 两 个 常用 的 推理 规则 ; 
(1) (MP) :P,P 020 
(ER T(P) =1,T(P—>Q)=1>T(Q)=1) (5.24) 
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(2) (MT):- Q,P—Q0=-— P 
( 即 7(O) =0,T(P—Q)=1=T(P) =0) (5.25) 
( MP) 为 肯定 前 件 的 假 言 推理 ,其 含义 是 ; MER E P 8” 为 定理 ,前 件 P 成 
立 , 那 么 后 件 Q 成 立 . 
(MT) 为 否定 后 件 的 假 言 推理 ,其 含义 是 :如 果 “ 若 P WJ 0” 为 定理 ,后 件 8 不 
成 立 , 那 么 前 件 P 不成立. 
(1) 、(2) 的 正确 性 是 明显 的 ,事实 上 令 p=7T(P),q =7(Q), 则 命题 公式 PQ 
对 应 布尔 函数 
Kp) =a pVq=(1-p) Vq (5.26) 
如 果 P> 是 定理 ( 永 真 式 ) 即 (1 -p) Vg=1, 显 然 有 
(1)7(P) =p=1=(1-1)Vq=l1=q=T(Q)=1; 
(2)T(Q) =q =0=(1 -p) V0=1=p =T(P) =0. 
为 了 将 演绎 推理 推广 到 多 值 逻 辑 ,可 以 将 上 述 推理 看 做 解 方程 
(1 -~-p)Vg=r (5. 27) 
C)(MP):CHp=T(P)=1,r=T(P—>Q) =1, 求 9=7(Q) 值 ; 
(2)(MT):E SD q = T(Q)=0,r=T(P—Q) =1, 求 p=7T(P) 值 . 
5.4.2 无 限 值 逻辑 演绎 推理 
EREHE P) 07" 在 层 辑 演绎 推理 中 扮演 着 重要 有 角色. 
在 二 值 逻 辑 中 :P->0,~ PVO, PV (PAQ) 是 等 价 命 题 .车 以 r(p,q) 表 示 对 


应 P 一 8 的 布尔 函数 (r =T(P 一 0)). 则 
r(p,q) =a pVq= (1-p) Vq 


或 r(p,q) =a pV (pAq) =(1-p)V (pAg) (5.28) 
当 (p,g) e 10,1] 时 ,显然 
(1-p)Vg=(1-p)V (pAg) (5.29) 


成 立 . 但 是 在 多 值 逻辑 中 式 (5. 29) 并 不 成 立 , 例 如 令 p =0.8,g=0.9, 则 
(1-p)Vg=0.9, (1-p)V(pAq) =0.8 
因此 ,”PVQ 与 ”PPV(PAQ) 在 多 值 逻 辑 中 是 不 等 价 的 命题 公式 ( 因 它 们 的 F-Z: 
式 不 相等 ). 分 别 以 ~ PV Q 与” PV (PAQ) 表 示 推 理 句 “车 P 则 0”(P 一 8) ,将 可 
以 得 到 两 种 不 同 的 演绎 推理 . 这 两 种 推理 限制 在 二 值 逻辑 中 是 相同 的 . 因而 都 可 以 
作为 二 值 逻 辑 中 演绎 推理 在 多 值 逮 辑 中 的 推广 . 所 以 多 值 逻 辑 可 以 有 多 种 演绎 推 
理 , 这 多 种 推理 是 不 等 价 的 . 应 用 中 可 以 根据 实际 情况 选择 其 中 一 种 . 
下 面 我 们 介绍 Lukasiewicz 2 38. 
T(P)=pe[0,1],T(Q)=qe[0,1] 
T(= P)=-ap=1-p,T(PVQ) =p Vq 
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T(PAQ) =p^q,T(P—>Q) =a pl+lq=(1-p+q) Al. 


(l+ 1 为 有 界 和 ,al + 1b=(a+6) 人 A 人 1). 
ARH pge 10,1} , 则 上 述 结果 与 二 值 逻辑 一 致 . 


化 辑 演 绎 推理 规则 如 以 下 定理 . 
定理 5.4.1 (1)(MP) :者 已 知 7(P) =p,7(P 一 0O) =r, 则 
[p,1], (r=1) 
T(Q)=q=q(r,p) s(p+r-1 (r<1 Hp+r-120) 
@, 其 他 
(2)(MT) :车 已 知 7(Q) =q ,T(P—Q) = r, 
[0,g], (r=1) 
Treo (r<l 且 9-r+lsl) 
@, 其 他 


(q(r,p) = 名 ,p(T,q) = 好 表示 无 解 ). 
证 阴 r=T(P—Q)=-pl+I]q=(1-p +q) A1. 
考虑 方程 (1-p+q)Al=r. 
(1) 已 知 r,P, 求 9. 
#r=1,WM](1-p+q)Al=1=—1-p+q21=q>p=qe[p,1] 
#r<l,Jljr=(1-p+q)Al<1Ə=r=1-p+q= 
q=r+p-1 (r+p-120) 
| Ø (r+p-1<0) 
(2)E M r,q > p. 
#r=1, W (1 -p+q4)Al=1=(1-p+4)Al>l=>psq>pe[0,q] 
#r<1,jljr=(I-p+q)Al1<lƏr=1l-p+q= 
p=q-r+1 (q-r+1=1) 
| Ø (q-r+1>1) 


(5.30) 


(5.31) 


在 (1) 中 车 r=1,p=1, 则 g =1, 即 二 值 钦 辑 中 的 (MP). 在 (2) 中 车 r=1,g= 


0, 则 p=0, 即 二 值 钦 辑 中 的 (MT7). 
5.4.3 语言 值 逻辑 
语言 值 模糊 命题 4 的 真 值 T( A) = a 为 [0,1] 上 的 模糊 数 . 

a= Y, Masa] (lar,ax 1S[0,1]) 
根据 第 2 章 中 的 相关 内 容 
GV b= U Alar Vb as Vb; ] 


a Ab = Ü A[a, Abi ,ar Ab: ] 


Ae[0,1] 
U ALL-o ,1-a;] 


10,1} 


—-a a= 
> à 


(5.32) 


(5.33) 
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下 面 介 绍 几 种 基本 语言 真 值 : 
1. 纯真 ct 
1, x= 
ZOEN xe[0,1) 
2. 纯 假 cf 


即 普通 逻辑 中 的 “ 假 ” 


3. 真 : u(x) == 

4. 假 / u (x) =1 -x 
5. RE t Hala) = x° 

6. RES Kun (x) = (1 —x)° 
7. RRE i alx) = x“ 

8. RRES Ma. (x) = (1 x) 
9. 略 真 rz n (x) =a? 
10. 略 假 广 BL (x) = (1 x) 
11. 未知 U, Hu, (x) =1. 


未 知 表示 “不 知 真 假 ”, 因 为 任何 xs [0,1] 对 U, 的 隶属 度 都 是 1. 以 1 作 命 题 
真 值 意味 着 对 命题 的 真 假 不 置 可 否 . 这 样 的 命题 称 为 吓 命 题 . 

下 面 我 们 介绍 偏 真 型 语言 值 与 偏 假 型 语言 值 . 

定义 5.4.1 (1) 语 言 值 a 称 为 偏 真 型 当 上 且 仅 当 核 心 ker a = |1]; 

(2) 语 言 值 a 称 为 偏 假 理 当 且 仅 当 核心 ker a = |0]. 

TR, a 是 偏 真 型 当 且 仅 当 a? =1 且 ai =l,a 是 偏 假 型 , 当 且 仅 当 & =0 
Ha =0. i 
定义 5.4.2 (1) 设 a,b 为 偏 真 型 语言 值 , 称 a AF b, MBM a> p 
(Ba Vb =a); 

(D a,b 为 偏 假 型 语言 值 , 称 a Ë b MHR a S b (Bl a V b = b). 

这 里 a > b 指 的 是 模糊 大 小 关系 ,并 非 模糊 集 的 包含 关系 . 

s>beaVb=aeVaA,a >b] ,a =b}. 

BMB, ERASE > i> r. MRR AF RAT RR”. FPE SS SE 
EREE, ES? SSSA NRR RT BR BET RR”. 

kera = |1} Æ kera =ct( 纯 真 ) ,kera = {0| 是 指 kera = cj( 纯 假 ). 因此 偏 
RA SABAE PIN B OREL 8 E 38 h 60 E ts 48 
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5.4.4 语言 值 远 辑 演绎 推理 


在 无 限 逻 辑 中 , (MP) 可 以 将 q(T(Q)) 看 做 p(7T(P)) 和 r(7T(P 一 Q)) 的 函数 
g =fi(r,p);(MT) 可 以 将 p 看 做 gq 和 7 的 函数 p=f(r,p).. 利 用 扩展 原理 由 少数 
g=fi(r,p) 与 p=f(r,9) 分 别 诱导 出 [0,1] x10,1j 到 [0,1j 的 模糊 变换 q =f, 


(r,p)E p =f( 工 ，g ), 可 以 分 别 作为 (MP) 与 (M7) 的 数学 模型 .应 该 指出 , 作 
为 演绎 推理 的 依据 的 “ 若 P 则 Q”, 其 语言 真 值 r = 7( P 一 ) 应 该 是 偏 真 型 语 


A. Bir, =[r;,1] H r =1. 
定理 $.4.2 (1)(MP): #0% 


T(P)= p= U Alppi] 
T(P—Q)= r= Y AL 1] 
则 
T(Q)= q = Y Ainon] 
[gi ,gr ]=[(q, +r -1)V0,1] (5.34) 
(2)(MT) :车 已 知 
T(Q)= q = WALg 92] 
T(P—Q)= r = WALr 1] 
则 
T(P)= p = U AL 
[pi ,pi ] =[0,(q; -ri +1)A1] (5.35) 


证 明 (1) 根 据 定理 5.4. 1 
e[p,1], (r=1) 
q=fi(r,p)( =p+r-1, (r<1 Hp+r-1>0) 
leg, 其 他 
按 扩展 原理 
q =Iql3(r,p)e[r  l]x[p ,pi ,gefi(r,p)! 
q, =max|qlqeq,} =1 ( 取 r=1) 
q, =min[qlgeq,| =(p] +r] ~1) VO 
( 当 P tr, -1 之 0 时 , 取 r=ri ,p=pi; 当 px +r -1<0 时 , 取 p >p; ,r>r7 HW 
是 p+r-~1=0). 于 是 [pi pi] =[ (p, +r] -1) V0,1]. 
类 似 地 可 以 证 明 (2). 
可 以 看 出 , (MP) 具 有 下 列 事实 : 
(1) 若 p 是 偏 真 型 . (P =l,p, =1), r 偏 真 型 (r =1,r =1), 则 g* =1, H 
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gi =p, +r; -1=1 因而 q 是 偏 真 型 .而且 当 p 越 真 (p、 越 大 ) 且 r RAC B 
大 ) 时 , q ERA BA). 

(2)# p =ct( 纯 真 ) (pi =p, =1), 则 gi =1 +r; -1=r 于 是 g = r ;又 若 
r 也 是 纯真 , 则 q 也 是 纯真 . 此 即 二 值 逮 辑 的 (WP) 

(3) 若 p ÆRES, p =0, 则 gi =0, 于 是 [qi ,qi ] = [0,1]( YA), 所 以 
q = VU.( 未 知 ) , 即 Q KERE. 

同样 地 (MT) 具 有 下 列 事实 : 

(1) 若 q 是 偏 假 型 , r 偏 真 型 , 则 p EMBA; g 越 假 , 且 r 越 真 , 则 p 越 
假 . 

(DÆ q =cf( 纯 假 ),gx =0,0] p, =[0,1 -r7;], B p => r; XÆ r =al 
真 ) , 则 p = of( 纯 假 ). BD ZERE (MT). 

(3) 若 q 偏 真 , 则 p = UV,, 即 p HUER E. 

上 述 事实 与 人 们 上 日常 生活 中 的 近似 推理 非常 吻合 . 


= 题 5 


1. 设 命题 :小 王 在 学 习 ,@: 小 王 在 教室 ,有 :小 王 在 看 电视 . RA PORER 
下 列 命题 : 

41) 小 王 或 在 看 电视 或 在 教室 ; 

(2) 小 王 既 不 在 看 电视 也 不 在 学 习 ; 

《3) 小 王 在 教室 并 不 学 习 ; 

(4) 小 王 在 教室 学 习 ; 

(5) 如 果 小 王 在 学 习 ,那么 他 在 教室 里 . 

2. 求 下 列 命题 的 主 析 取 范式 与 主 合 取 范 式 

(I)P—((P—Q)A- (= QV- P)). 

(2)(PA- QAS)V (=- PAQAR). 

3. 求 下 列 各 模糊 命题 公式 的 Fr- 公 式 , 并 指出 哪些 为 FF- 真 式 ,哪些 为 FRR. 

(1)~ PV (PV 0Q); 

(2)XXPAQ)V(- PAQ) V(PA- Q). 


4. 设 FAR 的 主 析 取 范式 是 ”7= V | Arn 上 证明 /的 主 合 取 范式 是 


r= A (Vs ). 


it |; = Mi 
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5. 求 下 列 所 公式 的 主 析 取 范 式 与 主 合 到 范式 

(1)f=(x<AyAz)V(- <xAyAz)V (a xzAyAa z); 

(2)/f=(zA(a (a yA(yV=as))V(a zAyAzxA-xax)))V (a zA- yA((y 
Axa x) Vz)). 

6. #fET8 5 (B w 318 eEREsErH i 7(P 一 Q) = [很 真 ] , 求 下 列 语言 真 值 ( 写 出 
其 隶属 函数 ) 

(1) 已 知 7T(P) =[ 真 ], 求 7(0); 

(2) 已 知 7T(P) =[ 略 真 ], 求 了 (CQ) ; 

(3) 已 知 7(P) = [很 假 ], 求 7T(Q); 

(4) 已 知 7T(Q) = [很 很 假 ], 求 T(P); 

(S) 3 T(Q) =[ 略 假 1, 求 T(P)， 

(6) 已 知 T(Q0) =[ 真 ], 求 7T(P). 

7. 给 出 x,y,z 的 条 件 

x=0.3 


D H zos 


H B y<0. SEK / yz 0.3 
y<0.5 H z&0.5 
z>0. 5 

x<0.6 fx>0.4 
zx >0.4 或 或 
且 4y >0.4 且 4x<0.6 
y>0.4 | 或 或 


z<0.6 z>0.4 
求 使 得 儿 x,y,z) e [0.6,0.8) 的 组 合 回 路 . 
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第 6 章 模糊 推理 


86.1 模糊 语言 与 模糊 算 子 


6.1.1 模糊 语言 变量 


语言 是 人 们 进行 思维 和 信息 交流 的 重要 工具 . 语言 可 以 分 为 两 种 :自然 语言 
形式 语言 . 自然 语言 的 特点 是 语义 丰富 、 灵 活 ,同时 具有 模糊 性 ,如 "小 王 病 得 很 厉 
害 ”“ 她 很 漂亮 "、“ 他 的 个 子 很 高 "等 . 通常 的 计算 机 语言 是 形式 语言 ,形式 语言 有 
严格 的 语法 规则 和 语义 ,不 存在 任何 的 模糊 性 和 歧义 . 带 模糊 性 的 语言 称 为 模糊 语 
言 , 如 长 短 . 大. 小、 高. 矮 年轻、 年 老 等 - 

语言 变量 是 自然 语言 中 的 词 或 句 ,语言 变量 的 取 值 不 是 通常 的 数 ,而 是 用 模糊 
语言 表示 的 模糊 集合 . 例如 , 若 把 “年 龄 "看 成 是 一 个 模糊 语言 变量 , 则 该 语言 变量 
的 取 值 不 是 具体 年 岁 ,而 是 诸如 “年 幼 " “年 老 : “年 轻 " 等 用 模糊 语言 表示 的 模 
糊 集 合 . L. A. Zadeh 为 语言 变量 给 出 了 如 下 定义 : 

一 个 语言 变量 可 以 用 一 个 五 元 体 (x,T(x),U,G,M) 来 表示 ,其 中 x 表示 变量 
名 称 ;T(x) 为 x 的 语言 集 ,好 语言 x 取 值 名 称 的 集合 ,而 且 每 一 个 语言 取 值 对 应 一 
个 在 VU 上 的 模糊 集 ;U 是 论 域 ;6 为 语言 取 值 的 语法 规则 ;M 是 语义 规则 ,用 于 产生 
模糊 集合 的 隶属 函数 . 

例如 ,车 定义 “速度 ”为 语言 变量 , 则 7( 速度) 可 能 为 

T( 速 度 ) = l ,适中 , 快 ,很 慢 , 稍 快 ,…| 

上 述 每 个 模糊 语言 如 慢 、 适 中 等 是 定义 在 论 域 UU 上 的 模糊 集合 . 设 论 域 U = 
[0,160] , 则 可 以 认为 大 致 低 于 60 km/h 为 “ 慢 ”,80 km/h 左右 为 “适中 ”, 大 于 
100 km/h 以 上 为 “ 快 ”, 等 等 . 


6.1.2 语气 算 子 


自然 语言 中 有 些 词 ,如 “很 ”"“ 微 "“ 极 " “比较 ” “特别 " ,等 等 ,把 这 些 词 弘 
在 一 个 原子 单词 前 面 (如 “很 老 " “比较 老 "“ 极 老 ” ,等 等 ) 便 可 以 调整 该 词义 的 
肯定 程度 ,因而 得 到 一 个 新 词 , 所 以 可 以 将 这 些 词 看 做 一 种 算 子 或 变换 , 称 为 语气 
算 子 . 其 集合 表示 为 
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WARF 有 :FP(U) 一 F(U)(A 是 正 实数 ). 
4—R,(A),H,(A)(u) =(A(u))* (6.1) 
当 入 >1 时 ,及 称 为 集中 化 算 子 (如 “很 "= H,,“ R” = H.); q À < 1 BP. H, 称 为 松 
BULT (AI WE” = Hos, “T” = Hyas). 
例 6.1.1 设 年 龄 论 域 U = [0,100] ,给 出 词 集合 为 7= | 青年 ,中 年 ,老年 | ,7 
中 单词 的 定义 如 下 : 


1 Os<u<25 
el u -25 pi 25 <u s100 
0 0=<u=<35 
Gs 下 | 35 <u<45 
['B4E](u) = 
a 5] , 45 <u=<100 
0 0=u=50 
eroi, faz u -50 ) | 50 <u = 100 
所 以 有 
0=<u=50 
em 人 Ë u- "z5 ) | 50 <u=100 
0=u=<50 
sendo]. Ë u- _ ) | 50 <u<100 
0<us50 
mieso, [i t-50 Bp 50 <u < 100 
0=u=50 
note .| Ë u — “2 J] 50 <u<100 
6.1.3 模糊 化 算 子 


如 "大约 " “好像 " 、 近 似 于 ”一 类 词 , 将 其 级 在 一 个 词 的 前 面 ,可 以 把 确切 的 
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词 的 意义 模糊 化 , 称 为 模糊 化 算 子 . 模糊 化 算 子 的 作用 相当 于 模糊 变换 
T :F(U)—F(U) 
T:F(U)—F(U), T(A)(u)= (E. A)(u) = V AO) AE(u,v)). 
其 中 ,Ee F(U xU) 是 UVU 上 的 一 个 相似 关系 . 当 Ue(-w,+%w) 时 , 常 取 


- (u-v)? ` -v 
Etun) =f ， Älu-vl<ô 
0, X |u - | >ë 
其 中 ,5 是 参数 . 
| 6.1.2 设 4 [L= 则 
612 i CEAS 
-(u-3)2 、 u- 
TCA) Cu) = V (AG) NEB)) =E(Cu,3) 人 , 当 Ilu-31<6 
e 0, *4|u - 3128 


当 A 对 应 的 词 是 3 时 ,7(4) 对 应 的 词 称 为 “大 约 3”. 
6.1.4 判定 化 算 子 


如 "偏向 ” “倾向 于 " “多 半 是 ”等 词 ,也 算是 一 种 算 子 , 变 模 糊 为 肯定 ,在 模 
糊 之 中 给 出 粗糙 的 判断 , 称 为 判定 化 算 子 . 其 一 般 表示 形式 是 
P.(4)(z) =d.[A(u)] 


其 中 ,0 <a Sd, 是 定义 在 [0,1] 上 的 实 函 数 


© 
x 
从 
e 


1, x>l-a. 


HRR Alu) <a 和 4(z) >1 -a 时 ,判定 是 肯定 的 ; 当 a<A4A(u) <1-a 时 ， 
模糊 度 为 了 , 即 更 加 模 煌 . 4 是 根据 实际 问题 的 需要 来 确定 的 . 


若 取 a =0.5, 则 


1 
<s> 

0 x > 

d, ,(x) = 1 
1 — 

; x> 


一 般 判断 P, ,只 能 是 倾向 性 的 ,不 能 那样 肯定 , 故 已, 称 为 “倾向 ” 例如 
[倾向 年 轻 ] (z) = Pos [ER] Cu) = ds([ 年 轻 ] (u)). 
因为 [年 轻 ] (30) =0.5, 所 以 
1 u 
[ER] (u) -人 <30 


u =30. 
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6.1.5 语言 值 


在 自然 语言 中 ,有 一 类 词 的 词义 是 表示 数量 的 ,如 “大 ”"、“ 小 ”“ 多 ”、“ 轻 ”、 
“ 重 " “长 "、“ 短 ”等 词 以 及 由 这 类 词 按 上 述 方式 扩大 的 词汇 ,如 “很 大 ”"、“ 不 大 ”、 
“非常 小 ”、“ 不 长 也 不 短 ”"”、“ 偏 大 "等 都 称 为 语言 值 . 这 类 词 都 是 口语 化 的 数量 . 
例如 设 U=|11,2,…,101} EBR U FEX: 
.2 0.4 0.6 08 1 1 1 
[大 ] = 三 t5 t 6 tq tg ta HIO 
1 ,0.8 0.6 0.4 0.2 
I 2 3 t4 5 


[小 ] = 


0.04 ,0.16 0.36 064 1 J 1 
4 5 6 7 8 9 10 
1 1 1 1 


加 1 
[ 偏 大 ] =P,;[ 大 ] = 6 + 十 3 + 5 tio 


[很 大 ] = HB, RA] = 


86.2 模糊 判断 句 、 推 理 句 及 模糊 逻辑 推理 


6.2.1 模糊 判断 名 及 其 逻辑 运算 


称 形 如 “x 是 e "的 陈述 名 为 判断 句 , 记 为 (ac). 这 里 a 是 表示 概念 的 一 个 词 ( 单 
词 或 字 组 ) ,x 称 为 语言 变量 ,* 可 以 代表 论 域 工 中 的 任何 一 个 特定 对 象 . 称 
4=lxEXl(a) 对 于 yx 为 真 | 
为 判断 句 (a) 的 真 域 . 32 4 =X, 则 称 判断 句 (a) 永 真 ; 若 4= 名 , 称 (a) 永 假 
定义 6.2.1 在 判断 句 (a) 中 ,车 a 所 表示 的 概念 是 清晰 的 , 则 称 (a) 是 一 个 
普通 判断 句 . 若 a 所 表示 的 概念 是 模糊 的 , 则 称 (a) 是 一 个 模糊 判断 句 . 
例 6.2.1 车 a 表示 “大 学 生 ”, 则 “是 大 学 生 ” 为 一 判断 句 . 如 果 x= 张 三, 则 
“ 张 三 是 大 学 生 " 是 一 个 可 判断 真 假 的 一 般 命题 . 若 a 表示 “老年 人 ”, 则 “是 老年 
人 ”为 一 模糊 判断 句 . 如 果 < = 张 三 , 则 “ 张 三 是 老年 人 "就 是 一 个 模糊 命题 . 因为 
“老年 人 ”是 个 模糊 概念 , 故 不 能 用 真 、 假 来 判定 这 个 命题 的 真 假 , 根 据 张 三 的 具体 
情况 ,可 以 取 其 真 值 为 [0,1] 中 的 数 , 记 为 7T(a( 张 三 ) ) , 称 为 模糊 判断 句 (a) 的 真 
域 . 
定义 6.2.2 若 (a) 为 一 模糊 判断 句 , 则 任 取 xeX,"x 是 a” 即 为 一 模糊 命题 ， 
记 为 (a)(x) , 记 其 真 值 为 T((a)(x)). 定义 4eF(X) ,其 隶属 函数 为 
A(x) =T((a)(x)),xeX 
称 4 为 (a) 的 真 域 .车 VYxeX,T((a)(x)) 宇 和 (0 <A<1), 则 称 (a) 为 A- 真 ， 
此 时 A, = X. 
模糊 判断 句 同 模糊 命题 一 样 ,可 以 通过 还 辑 运算 组 成 新 的 判断 句 ， 
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例 6.2.2 设 (a):“x 是 a”, 设 (5):“x 是 6”, 则 
(a) V (b): “x ZE a" BR“ iE b” 
(a) A (b): “x Æa” R.“ x iE b” 
a (a) : “x PÆ a” 
若 (a) ,(5) 均 为 清晰 的 判断 句 ,它们 的 真 域 分 别 为 4,8, 则 
(a) V (全 的 真 域 = [xe Xi“x 是 a” 是 真 或 “x 是 b"” 是 真 | 
=lxeXlxe Ask xe B| =AUB. 
类 似 地 , (a) 和 (5) 的 真 域 为 4MmB,~ (oa) 的 真 域 为 4 
车 (a) ,(5) 均 为 模糊 判断 名 ,它们 的 真 域 分 别 为 4A,BeF(X), 则 (a)V (b) BJ 
真 域 为 4UB. 事实 上 ,VxeX, 由 定义 容易 验证 
T(((a) V EB) x)) =T((a)(x)V (b)(z)) =T( (a) (x)) VT) (x)) 
=A(x) VB(x) = (AUB)(x). 
因此 (a) V (5) 的 真 域 为 4UB. 类 似 地 , Ca) 入 (5) 的 真 域 为 4MB," (a) 的 真 域 为 
4 ， 


6.2.2 模糊 推理 名 


定义 6.2.3 称 形 如 “车 x 是 a, 则 x 是 6" 的 陈述 句 为 推理 句 , 记 做 (4) 一 (5). 
若 a b 所 表示 的 概念 都 是 确切 的 , 则 称 (a) 一 (4) 为 普通 推理 句 . E a,b 所 表示 的 
概念 都 是 模糊 的 , 则 称 (a) 一 (5) 为 模糊 推理 句 . 

如 果 赋 了 予 变 元 zx 一 个 特定 对 象 mm ,那么 “ 若 x, 是 a, M] x, 是 就 是 一 个 模糊 
命题 , 记 为 ((o) 一 (5)) (xo). 设 (a) 一 (5) 对 % 的 真 值 T(((o) 一 (4))(x))e 
10,1] ,定义 模糊 集 Re F(X) 如 下 

R(x) =T(((a)—(b))(z)), z€ X 
则 称 R 为 (a)- 一 (5) 的 真 域 . 特别 地 , 若 (a) 一 (8) 是 普通 推理 句 , 则 T( (Ca) 一 
(b))(x))e 10.1] BR=fxzla) 一 (8) 对 x HA] GX. 
设 (a),(5) 为 普通 判断 句 , 其 真 域 分 别 为 4,8, 则 
R=(ANB)UA =A UB 
若 (a) 一 (5) 永 真 , 即 R=X, 则 称 该 推理 句 为 定理 . 对 于 定理 有 如 下 规则 : 
(1) (a) 一 (5) 是 定理 4CB; 
(2) (a) 一 (5) 是 定理 , 且 (a) 对 x 真 寺 (5) 对 x 真 , 即 
ACB,xeA—xeB; 

(3) (a)—>(b) EEE, B (b)XF x R= (a) X x f , BB 
ACB,x#BƏ—x e A; 

(4) (4) 一 (45) 是 定理 , 且 (8) 一 (c) 是 定理 >(a) 一 (c) 是 定理 ,县 
ACB,BCCG>ACC. 

由 于 在 模糊 情形 下 ,4:UB S(AnB)UA 不 一 定 相等 ,所 以 将 上 述 讨 论 推广 


第 6 章 模糊 推理 181 
到 模糊 推理 句 情形 时 需 引 入 以 下 定义 . 
定义 6.2.4 设 (a) 一 (5) 是 模糊 推理 句 ,其 真 域 分 别 为 4,B e F(X) ,分 别 记 
T/(((a)—(b))(x)) =(1 -A(x)) VY B(x) 
T,(((a)—(6))(x)) =(1-A(x)) VY (A(x) AB(x)) 
其 对 应 真 域 分 别 为 Ri =A UB,R, =4U(4nB) , 称 R, ,R, 为 第 一 种 真 域 和 第 二 种 


RIR 又 车 T=7 或 1, 且 T(((a) 一 (5)) (x)) > 亏 , 则 称 (a) 一 (8) 对 «为 模糊 


A; T(((a)—(5b))(x)) <E, WPa) > (bI x WRB EVEX, (a) > 


(b)xXF x 为 模糊 真 , 则 称 (a) 一 (2) 为 恒 真 , 此 时 也 称 (a) 一 (2) 为 模糊 定理 ; 若 Vx 
eX, (a)—(b) Xf x 为 模糊 假 , 则 称 (e) 一 (5) 为 恒 假 . 

以 模糊 推理 句 (a) 一 (2)( 即 模糊 定理 ) 作 为 依据 ,可 以 进行 如 下 的 模糊 推理 . 

定理 6.2.1 下 列 诸 结论 成 立 : 

(1) 肯 定 前 件 (条 件 ) 的 假 言 推理 (MP) :如 果 (a) 一 (56) 是 模糊 定理 , 且 (a) 对 
x 为 模糊 真 , 则 (5 对 x 为 模糊 真 , 且 7 了 ((8)(xz))>TCCCa) 一 (2))(xz)). 

(2) 和 否定 后 件 (结论 ) 的 假 言 推理 (MT) :如 果 (a) 一 (2) 是 模糊 定理 , 且 (0) 对 
x 为 模糊 假 , 则 (a) 对 > WEWE, H T Ca)(x))=1-T(((a)—>(b))(x)). 

(3) 复 合 规则 :如 果 (a) 一 (5) 与 (8) 一 (c) 都 是 模糊 定理 , 则 (a) 一 (c) 是 模糊 
€, H T(((a)—(c))(x))>ZT(((a)—(b))(x))AT(((b)—(c))(x)). 

证 明 ”下 面 用 模糊 推理 句 的 第 一 种 真 域 来 证 明 . 第 二 种 真 域 的 证 明 类 似 . 设 
A,B,C 分 别 为 模糊 判断 句 (a) ,(65) ,(c) 的 真 域 ,(a) 一 (5) 的 真 域 采用 A*UB. 

(1) 由 (a) 一 (5) 是 模糊 定理 , V x e X, 8 


T(((a)—(0))(z)) = (1-A(2)) V B(x) >> (6.2) 


又 由 (a) 对 xz 为 模糊 真 ,有 Ta) (z) ) =4(z) > 方 , 即 有 1~4(%) < 方 ,从 而 由 式 
(6.2) 得 
B(x) = T((b) (x)) >— 


这 样 (58) 对 x 为 模糊 真 , 且 
T((B)(x)) =B(x)=T(((a)—(b))(x)). 


(2) 若 (5) 对 为 模糊 假 , 即 7((5) (x)) =B(x) < 方 ,结合 式 (6.2) 得 
T(((a)>(b))(z))=1-A(z2) =1-T((a)(z)) >> 


即 T((a)(x)) < 二 ,从 而 (a) 对 x 为 模糊 假 , 且 
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T((a)(x))=1-T(((a)—(5))(z)). 
(3) 如 果 (a) 一 (0 与 (0) 一 (c) 都 是 模糊 定理 , 则 VxzeX, 式 (6.2) 成 立 且 


T(((0)—(e))(z)) = (1 -B V CG) >> (6.3) 
若 1 -4(z) >B(z) , 则 由 趟 (6.2) 得 1-4(z) = T(((a)—>(0)) (z) ) ,从 而 
T(((a)—(e))(z))=(1-A(G))VC(z)>1-A(z) T(((a)—>(b))(x)) > 


T(((0)—(e))(x)) = C(z) >— 


所 以 T Ca) >e) ) (2)) =(1-4(z))VC(z)>C(z) >— 


因此 结论 成 立 . 
86.3 不 同 变 元 的 模糊 推理 句 


名 型 为 “着 x 是 a, 则 yy 是 5” 的 推理 句 , 涉 及 两 个 不 同 的 变 元 x 与 y, 它 们 可 以 
分 别 属于 两 个 不 同 的 论 域 王 与 了 ,从 而 是 一 个 二 元 谓词 , 记 做 (ac(>)) 一 (8(7) ) ,其 
真 域 是 XxY 的 子 集 或 模糊 子 集 . 为 了 研究 这 类 模糊 推理 句 的 真 域 ,我 们 首先 分 析 
这 类 普通 推理 句 的 真 域 . 
在 (a(x)) 一 (58(y)) 中 ,车 a,b 所 表示 的 概念 都 是 确切 的 , 则 称 为 普通 推理 
句 , 其 真 域 ReP(XxY) 为 
= (x,y)1(a(x)) 一 (5b(y)) 对 (x,y) 真 | 
=|(x,y)1(a) 对 x 真 且 (5) 对 y 真 | U {1(x,yY)1i(a) 对 zz 假 } 
=|(x,y)lxeAHyeBlU|(x,y)IxeA'| 
=(4AxB)U(A’ x Y) 
其 中 A,B 分 别 为 (a) ,(5) 的 真 域 . 如 图 6. 1 所 示 的 斜 线 部 分 是 R 的 真 域 , 即 
R=(A°xY)U(AxB)=(A° xY)U(X xB) 
下 面 以 普通 推理 名 (ae(x) ) 一 (8(y) ) 为 依据 给 出 如 下 逻辑 推理 规则 : 
(1) (MP): 如 果 (a(x)) 一 (6(Y) ) 对 (x,y) 真 且 (a) 对 x 真 , 则 (6) 对 yy 真 . 
(2)(MT) :如果 (a(x)) 一 (5(yY)) 对 (x,y) 真 且 (6) 对 y 假 , 则 (a) 对 % 假 . 
(3) 复 合 规则 :如 果 (a(x)) 一 (5(y) ) 对 (x,y) 真 且 (8(y))- 一 (c(z)) 对 (y,z) 
真 , 则 (a(x)) 一 (c(z)) 对 (x,z) 真 . 
将 上 述 讨论 推广 到 模糊 推理 句 ,首先 给 出 如 下 定义 . 
定义 6.3.1 在 (a(x)) 一 (b(y)) 中 ,车 a,b 所 表示 的 概念 部 是 模糊 的 , 则 称 
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为 模糊 推理 句 ,其 真 域 R =e F( X x Y) 28 
R=(AxB)U(A x Y) 
其 中 ,A,B 分别 为 (a) ,(8) 的 真 域 ,并 且 

T((a(x))—=(6(7)) (x,7)) =R(x,y) = (A(x) AB(Y))V (1 -A(x)) 

以 (a(x) ) 一 (5b(y) ) 为 依据 的 模糊 逻辑 推理 规则 由 下 面 定理 给 出 . 

定理 6.3.1 (1) (MP) :如 果 (a(x)) 一 (6(7) ) 对 (x,y) 模 糊 真 且 (a) 对 x 模 
WA, MCX y WA m E T((b)(y))>T((a(x))—(b(y))(x,y)). 

(2)(MT) :如 果 (a(x)) 一 (5(Y) ) 对 (x,yY) 模 糊 真 且 (5) 对 yy 模糊 假 , 则 (a) 对 
x RWB, MH T((a)(x))=1-T((a(x))—(b(y))(<x,y)). 

(3) 复 合 规 则 :如 果 (a(x)) 一 (58(7Y)) 对 (x,y) 模 糊 真 且 (b(y)) 一 (c(z)) 对 
(y,z) 模糊 真 , 则 (al(x)) 一 (c(z)) 对 (x,z) 模 糊 真 ,而 且 
T((a(x))—(ce(z))(x,z2))Z T((a(x))—(5b(y))(x=,y))AT((b(y))—(c(z))(y,z)) 

例 6.3.1 Ü X= x x," x | = 11.5,1.6,1.7,1.8,1.9,2.01} 表 示 某 地 区 
男子 身高 论 域 ,单位 为 米 ; 了 = [yyy] = 140,50,60,70,80,90,100] 表示 某 
地 区 男子 体重 论 域 ,单位 为 公斤 . 

又 对 该 地 区 男子 来 说 “高 ”的 概念 表示 为 

1 


[高 ]-0.2 04 07 09 1 1 
mi iS 16 17 1.8 1.9 2.0 


0.2 0.3 06 08 09 1 1 


LE] =O * 50 * 60 * 70 * 80 !90 100 
下 面 求 出 模糊 推理 句 “ 若 * 很 高 , 则 7 很 重 ” 的 真 域 尽 . 设 “x 很 高 "与 *y 很 重 ” 


| 模糊 集 理论 与 方法 
的 真 域 分 别 为 4 和 B, 则 通过 语气 算 子 可 得 


0.04 + 16 0.49 0.81 1 1 
4=[ 很 高 ] = 全 [高 ] = 了 +16 t7 TS To t>Ə 


表示 为 模糊 向 量 4 = (0. 04 ,0. 16 ,0. 49 ,0. 81 ,1 ,1). 


0.04 ,0.09 0.36 0.64 0.81 1 1 
2 = [很 重 ] =H,[ 重 ] = 50 ` 60 ` 70 * 80 +90+100 


表示 为 模糊 向 量 吾 = (0. 04 ,0. 09 ,0. 36 ,0. 64,0. 81,1,1). 
采用 R=(4xB)U(4 xY) AR, UR,, 则 


0. 04 
0.16 
R =AxB = w A(0.04,0.09,0.36,0.64,0.81,1,1) 
1 
l 
[0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 
0.04 0.09 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 
0.04 0.09 0.36 0.49 0.49 0.49 0.49 
10.04 0.09 0.36 0.64 0.81 0.81 0.81 
0.04 0.09 0.36 0.64 0.81 1 1 
L0.04 0.09 0.36 0.64 0.81 1 1 
0.96 
0. 84 
R, =À' x Y= 0.5 A(1,1,1,1,1,1,1) 
0.1 
0 
0 


0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 
0.84 0.84 0.84 0.84 0.84 0.84 0. 84 
0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 
0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 


0 0 0 0 0 0 0 
TAS R = (Ax B) U (4° x 了 ) 可 以 表示 为 6x7 和 矩阵 
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0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 
0.84 0.84 0.84 0.84 0.84 0.84 0.84 
0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 0.51 
R = R, UR, = 
0.19 0.19 0.36 0.64 0.81 0.81 0.81 
0.04 0.09 0.36 0.64 0.81 1 1 
0.04 0.09 0.36 0.64 0.81 1 1 


所 以 R 就 是 模糊 推理 句 “ 若 x 很 高 , 则 y 很 重 " 的 真 域 . 
$6.4 似 然 推理 


人 们 日 常 思 考 问 题 时 , 常 有 这 样 的 近似 推理 方法 ,以 “车 x 小 , 则 y 大 "为 依据 ， 
如 果 z 很 小 ,就 判断 7y 很 大 ,如 果 x* 略 小 就 判断 y 略 大 . 这 种 推理 过 程 可 以 看 做 一 
种 模糊 变换 ,将 “x 很 小 "与 “x 略 小 "的 真 域 A, 与 A, 变化 到 “y 很 大 "与 “7 略 大 "的 
EHB, 与 B,. 这 种 推理 方法 称 为 似 然 推 理 . 

# Re F(XxY)22“ # x J a WJ y J: b” KRR. H R s| J 6 S — X j Y 
的 模糊 变换 T RAMA Y 到 针 的 模糊 变换 Th: 

T. F(X)—>F(Y),A, > B, =A, ° R 
Tz: F(Y)—>F(X),B, > A, =B, ° R" 
其 中 R'e F(YxX) 为 R 的 转移 . 

似 然 推理 的 规则 是 : 

(1) “车 x 是 a, 则 y 是 6”,“x 是 a”=»“y 是 &”,(b') 的 真 域 8'=4'。R, 其 中 ， 
(a') 的 真 域 为 4',Re F(Xx 了 ) 为 *“ 若 x 是 a, 则 yy 是 8” 的 真 域 . 

(2)“ 若 x 是 a, 则 y 是 6",“y 是 8b" 二 “x 是 a”,(a') 的 真 域 4 = B' o R' ,其 
中 ,(6') 的 真 域 为 B',Re (Xx7 了 ) 为 “ 若 x 是 a, 则 yy 是 4b” 的 真 域 . 

这 两 种 似 然 推 理 相 当 于 演 译 推理 中 的 (MP) 与 (MT) . 似 然 推 理 好 比 变换 器 ,给 
出 某 个 “输入 ” ,得 到 一 定 的 “输出 ”. 

在 二 值 逻 辑 中 ,普通 推理 句 (a(x) ) 一 (b(y)) 的 真 域 为 

R=(4xy)U(4xB) (6.4) 
其 中 R(x,y) =(1-A(x))V(A(z)AB(y)). 

将 其 推广 到 模糊 情形 ,R(x,y) 可 以 有 多 种 不 同 的 形式 ,由 此 可 以 得 到 若干 不 
同 的 似 然 推 理 模型 . 列举 如 下 : 

模型 1:R, = (4 xY)U(4xB), 其 中 

Ri(x,y) = (1 -A(x))V (A(x) AB(y)). 

模型 2:R = (4 x 了 )U(XxB), 其 中 R,(x,y) = (1 -A(x))VB(y). 

1, A(x)<B(y) 


公开 3:8,=| . 
0, A(x) >B(y) 
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1, A(x)=<B(y) 


异型 4:R = (go A(x) >B(y) 


1, A(x 0 
aasa [i A (=) >0 


A(x) =0 

1, A(x)<B(y) 
REER = BC) AAG), A(x) >B) 
当 限 制 4(x) ,BCy) e [0,1] , 则 上 述 模型 都 与 式 (6.4) 一 致 , 即 

1， 当 A(x) =B(y) =1 或 A(x) =0 

RG) =o 4 A(x) =1 H B(y) =0 
其 中 ,k=1,2,…,6. 因此 它们 都 可 以 看 做 二 值 逻 辑 (公式 (6.4) ) 的 推广 . 
例 6.4.1 设 X=Y={1,2,3,4,51 ,定义 
[小 ] = 工 + 21 (1,0.5,0.1,0,0) 


[大 ] = + + 本 =(0， 0,0.1,0.5,1) 


如 果 “ 若 x 是 a, 则 yy 是 6” 的 真 域 R 使 用 模型 1, 则 
R(x,y) =(1-[ 小 1(x))V([ 小 ](x)A[ 大 ](y)) 
算出 如 下 
0 0 0.1 0.5 1 
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
R=|0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 
1 1 1 1 1 
l 1 1 1 1 
下 面 我 们 利用 模型 1 进行 似 然 推 理 . 
(1) 已 知 “x 略 小 ”, 试 问 y 如 何 ? 
0.7 0.3 


[ 略 小 ] = [小 s1427 + =(1,0.7,0.3,0,0) 


[Wk J] ° R = > 5 + + + ; = [+] 
根据 模型 1 判断 “y 近似 大 ” EA AAAA DEMEI 其 中 [ 略 小 ]。 民 
表示 [上 略 小 ] 和 RR 的 合成 . 
(2) 已 知 “y 不 很 大 ” ,试问 x 如 何 ? 
[很 大 ] = 万 [大 ] = Š: ar + + = (0,0,0.01,0.25,1) 


[不 很 大 ] = [很 大 ]* = + + 0. Ba, 1,0. 99 ,0. 25 ,0) 
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. r 05 0.5 09 1 l r< 
[不 很 大 ] R'=— t ty t4 ts “L A] 


根据 模型 1 判断 “x 近似 不 小 ”, 未 加 语气 ,大 体 符合 人 们 的 思想 实际 . 


86.5 模糊 条 件 语句 与 模糊 多 段 条 件 语句 


6.5.1 模糊 条 件 语句 


名 型 “ 若 x 是 a, 则 yy 是 5, 否则 y 是 c” 的 陈述 句 , 称 为 条 件 语句 , 记 做 ((a) 一 
(b), n (a) 一 (c)). 若 a,b,c 为 普通 概念 , 称 ((a) 一 (5),~ (a) 一 (c)) 为 普通 条 
件 语句 ;车 a,b, 为 模糊 概念 , 称 ((a) 一 (45) ,-(a) 一 (c) ) 为 模糊 条 件 语句 . 

为 了 求 出 模糊 条 件 语 名 对 应 的 真 域 , 先 考 虑 普通 条 件 语句 的 真 域 . 设 A,B,C 
分 别 为 (a) ,(5) ,(c) 的 真 域 , 则 条 件 语句 ((a) 一 (5) ,- (a) 一 (c) ) 的 真 域 为 

R =|(x,y)1((a)—(b))(- (a)—(c)) (x,7))| 

={(x,y)I(Ca)—=(b)) Cx EN{ xr,7) (S (a)—(c))(z,y) 1 
=((A'xY)U(AxB))'n((AxY)U(A xC)) 

=((4n4) xY)U(A x(YNC))U(Ax(BNY))U((AxA)N(BxC)) 
=(AxB)U(A xC) 

下 面 来 求 模糊 条 件 语 句 对 应 的 真 域 . 设 4eF(EZ),B,CeRCDP) 分 别 为 模糊 郑 
EECa), (b), (O 的 真 域 , 则 模糊 条 件 语 句 ((a) 一 (5) ,ac) 一 (ec)) 的 真 域 R = 
RN R,, 其 中 ,R,,R, 分 别 为 ((a) 一 (0 与 (ca) 一 (ce)) 的 真 域 . 下 面 介 绍 模糊 条 
件 语句 真 域 的 三 种 模型 . 

模型 1:R' =((4 xY)U(AxB))N((AxY)U(A xC)) 

=((ANA) xY)U(C(AxC)U(AxB)U((ANA) x (BNC)) 
=((A‘NMA) xY)U(AxB)U(A xC) 
RO (x,y) =(A(x) A(1-A(z))) VCA) AB(Y))V (G -A(x)) AC(Y)) 

RL 2,R® =(AxB)U(A x C) 

R (x,y) = (A(x) AB(y)) V ((1-A(x)) AC(y)) 
模型 3. 求解 真 域 R 的 模糊 关系 方程 
Ao R= B 


X = EMETRE ,Y= [yy Yn | 
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则 R 可 以 表示 成 一 个 模糊 矩阵 Re [0,1]"*" ,满足 方程 


ra Tz Tim 
a, a, -a Fa Ta O Ta b, b, + b, 
° = 
l-a, l-a, +s l-a, c, G Cam 
ra Ta Tam 


取 该 方程 的 最 大 解 R 作为 ((a) 一 (5) ,= (a)— (c) HEREN RO. 
例 6.5.1 X=Y=]|1,2,3,4,5], X% 


2 3 4 +3 
考虑 模糊 条 件 语句 “ 若 x* 轻 , 则 y 重 ,否则 y 不 很 重 ”. 我 们 按 上 述 三 种 模型 求 其 真 
域 . 


; _ _0.01 0.09 0.64 1 
[很 重 ] n. 8]=2 ty ++ 


=(0,0.01,0.09,0.64,1) 
0.2 0.7 0.9 1 
2 3 4 5 
=(0,0.2,0.7,0.9,1) 


¿ ¿ ._ 1 0.99 0.91 0.36 
C = [不 很 重 ] = [很 重 ] T+ 2 t 3 t 4 = (1,0.99,0.91,0.36,0) 


A° = 


1 0.3 0.8 1 

1 0.3 0.8 0.8 
AxB= 1 0.3 0.3 0.3 
1 01 0.1 0.1 
0 0 0 0 
0 0 0 
0.2 02 02 0.2 


0 
0 
4 xC=|0.7 0.7 017 036 0 
0 
0 


> o @ ° c< ° 


09 09 09 0.36 
1 0.99 0.91 0.36 
0 0 0 0 0 
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 
(ANA) xy 了 =|0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 
0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 
0 0 0 0 0 
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ro 01 03 08 1 
02 02 03 08 0.8 
R) =((ASQA) xY)U(AxB)U(A*xC)=|0.7 0.7 0.7 0.36 0.3 
09 09 09 0.36 0.1 
1 0.99 0.91 0.36 0 

0 01 03 08 1 

02 02 03 08 0.8 

R =(AxB)U(A'xC)=|0.7 0.7 0.7 0.36 0.3|=R® 
0.9 09 0.9 0.36 0.1 
1 0.99 0.91 0.36 0 


模型 R ”满足 模糊 关系 方程 


Til Tiz Tis 
1 0.8 0.3 010 lra ro = ra| rO 01 03 08 1 
0 0.2 0.7 0.9 1 :| |1 0.99 0.91 0.36 0 
751 T; Tss 


0 0.1 0.3 0.8 
0 0.1 0.3 1 
R =|0 0.1 1 0.36 
0 1 1 0.36 
1 0.99 0.91 0.36 


@ o o — 一 


(1) ANR a R” A'S [ 略 轻 ] H] I , 则 根据 扒 


_ 0.55 0.55 0.55 0.8 1 
见 则 | ， A'o R”? = = [ = 
理 规 则 ,有 1 + 2 t tq t [E] 
1 


0.3 0.55 0.9 
= 2 t 3 tg ts = 上 略 重 ] 


模型 1 和 模型 2 判断 “y 近似 重 ”; 模 型 3 判断 “y 略 重 ” ,这 与 人 们 的 实际 想法 
是 很 符合 的 . 


(2) 如 果 "* 重 ",A' = [ 重 ] = 1 02 + + 二 , 则 根据 推理 规则 ,有 


A'o RO) 


0.99 0.91 0.36 ¿ 
t> t t = [不 很 重 ] 


-L 
1 
1 0.99 0.91 0.36 
A'o RO) = = [不 和 
I+ 2 + 3 t IARE] 


注意 到 “x 重 "与 “x 轻 " 对 立 , 按 正常 思维 应 判断 “y 不 很 重 ” 这 三 种 模型 都 与 人 们 
的 实际 想法 符合 . 
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(3) 如 果 “y 不 重 ",B' = [不 重 ] [E] = APAT E 


规则 ,有 


B'o ROT = 


0.3 0.3 0.7 0.9 
I t + + + 


模型 1 和 模型 2 判断 “x 近似 不 轻 ” ;模型 saa 不 轻 ”, 这 与 人 们 的 实际 想法 
是 很 符合 的 . 


(4) 如 果 “y 轻 , 间 % 如 何 ai,5.(i=1,2,…,1)”,B'=[ 轻 ] = 


.1 
SL , 则 根据 推理 规则 ,有 
0.33 0.3 0.7 0.9 1 
,' (T _ = 
B'.R = 1 + 3 3 4 +3 [不 轻 ] 
, pr_0.3 0.3 03 08 1 
B'oR = +2 t3 t4 t$ [ 重 ]. 


6.5.2 模糊 多 段 条 件 语句 


设 ai,b,(i=1,2,…, 引 为 模糊 概念 , 则 称 句 型 为 “ 若 x 是 a, , 则 y 是 b, ;否则 若 
zx 是 om, 则 y 是 刀 .否则 …; 否 则 若 x 是 wo, 则 7y 是 因 7 或 者 “ 若 x 是 c, 则 y 是 b; 若 
x 是 a,, 则 y 是 b,;…; 若 x 是 a, 则 yy 是 b,” 的 语句 称 为 模糊 多 段 条 件 语句 , 记 和 做 

((a,)—(b,),(a,)—(b,), =, (a)—(b,)) 

设 (a,) , O BERDI A.B i= 1,22, 1, F EARRA 2 Ez 28 f i F) ñ a 
bk. 

模型 1 : R?” =(A, xB) U (A, xB) U+ U(A,xB,) 

R? (xy) =V(4(z) ABO) ) 
ma. po n 
R. =(A;xY)U(A,xB,),i=1,2,- l 


R? (x,y) = ACO AE) V (A,(2)) AB;(y)) 
模型 3: 设 4; = (aa as. G) eF(X),B, = (basbas , bi ) e F(X),i=1, 
,, 则 多 跨 模 糊 条 件 语 句 的 真 域 R2” 满足 模糊 关系 方程 


G an Ain Ti Tz Tim b, bb eo b, 
G, ün ` An Pa Ta U Tim ba b, `“ bim 
° = 
G, a, Ain Pa Tma Tnm ba by bim 
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简 记 为 4。R =B ,我们 取 其 最 大 解 作为 真 域 R. 如 果 无 解 ,说 明 多 段 条 件 语句 不 
相 容 ,可 以 适当 加 以 调整 . 


习 题 6 


1. 设 X=11,2,3,4| , 且 有 语言 值 
8 


0.2 0.4 0. 0.8 0.4 0.2 
[小] = 一 一 + 一 一 二 一 一 十 


3 +° Aea H H 

试用 模糊 集 表示 [很 小 ] [相当 小 ] [很 大 ] [比较 大 ] [不 大 也 不 小 ] [不 很 小 ] 
以 及 [偏向 大 ]. 

2. 设 (a),(5) 为 模糊 判断 句 , 其 真 域 分 别 为 4 和 8B, 试 证 明 (a)V (5) 的 真 域 
E AUB; (a) 人 (5) 的 真 域 是 AMB;- (a) HERE A. 

3. 设 (a) 一 (5) 的 真 域 为 (4 xB)U(4" xC), 试 证 明 : 

(1) 肯定 前 件 ( 条 件 ) 的 假 言 推理 (MP) :如 果 (a) 一 (6b) 是 模糊 定理 , 且 (a) 对 
x 为 模糊 真 , 则 (5) 对 x 为 模糊 真 , 量 T((b)(x))ZT(((a)—(b))(x)). 

(2) 否定 后 件 ( 结 论 ) 的 假 言 推理 (MT) :如 果 (a) 一 (0) 是 模糊 定理 , 且 (2) 对 
x 为 模糊 假 , 则 (a) 对 x 为 模糊 假 , 且 T((a)(x))=1-T(((a)—(b))(zx)). 

(3) 复合 规则 ;如 果 (a) 一 (5) 与 (58) 一 (c) 都 是 模糊 定理 , 则 (a) 一 (ec) 是 模糊 
AE, B T(((a)—(c))(x))ZT(((a)—(b))(<x))AT(((b)—(c))(x)). 

这 里 4 和 五 分 别 是 (c) 和 (5) 的 真 域 . 

4. 设 人 = 了 =11,2,3,4,5), 且 


1 0.9 0.7 0.5 0.1 0.1 0.3 0.5 0.9 1 
[ 轻 ] =T+ ty ta 15，[ 重 ]= t; t3 taq 15 


模糊 推理 句 “ 若 x 是 a, 则 y 是 6” 的 真 域 R= (A x B) Ú (A° x Y) ,又 若 模 糊 条 件 语 
AJ“ x Ra, y 是 6 否则 y 是 ce” 的 真 域 尼 =(4xB)U(A xC) ,其 中 ,4,8,C 分 
mæla), (b), (o) ER. 试 回 答 下 列 问 题 : 

(1)“ 若 x 很 重 , 则 y 很 轻 ” 的 真 域 是 什么 ? 

(2) 若 x 重 , 则 y 轻 ” ,已 知 x 很 重 ,试问 y 如 何 ? 

(3)“ 若 x 重 , 则 y 轻 ,否则 y 不 很 轻 ” ,已 知 x 很 重 ,试问 y 如 何 ? 已 知 y 略 重 ， 
试问 x 如 何 ? 

5. 设 身 高 X=[0,2501( 单 位 cm) ,而 体重 Y=[0,200]( 单 位 kg) ,并 且 

0, x145 


x — 145 
50 ” 


1, 195 <x £250 


[高 ](x) = 


145 <x <195 
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0, x<40 
[ 重 ](x) = *- 40 145 <x <100 
60 
1, 100 < x <200 


《1) 试 用 模糊 集 表 示 1 不 高 ],[ 很 高 ],[ 略 重 ] 和 [ 较 重 ]. 

(2) 利 用 第 4 题 的 模型 , 求 “ 若 zx 高 , 则 y 重 ,否则 y 不 很 重 " 的 真 域 ,又 设 某 人 
的 身高 175cm ,体重 65kg ,那么 此 人 对 上 述 模糊 推理 是 否 模糊 真 的 ? 

6. 设 X=Y=11,2,3,4,51, 且 


选用 两 种 办 法 求 “ 若 x 小 则 y 大 ,否则 车 x 大 则 YY 小 ,否则 yy 中 ”的 真 域 ,并 回答 下 
列 问 题 : 

(1) 若 x 很 小 ,试问 y 如 何 ? 

(2)# x 略 小 ,试问 y 如 何 ? 

(3E x 不 小 也 不 大 ,试问 y 如 何 ? 

(4)# y 不 很 小 ,试问 * 如 何 ? 
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第 7 章 模糊 控制 


87.1 模糊 控制 的 基本 思想 


在 控制 工程 中 ,有 一 些 复杂 被 控 对 象 的 特性 难以 用 一 般 物 理 及 化 学 的 已 有 
规律 来 描述 ,而 且 无 适当 测试 手段 ,以 致 不 可 能 为 其 建立 数学 模型 . 对 于 这 类 不 
具有 任何 数学 模型 的 被 控 对 象 ,应 用 传统 的 控制 理论 ,包括 现代 控制 理论 很 难 取 
得 满意 的 控制 效果 . 然而 ,这 类 被 控 对 象 在 人 的 手动 操作 下 却 往往 能 正常 运行 ， 
并 达到 一 定 预期 的 效果 . 

人 的 手动 控制 策略 是 通过 操作 者 的 学 习 .试验 以 及 长 期 经 验 积 累 而 形成 的 ， 
人 的 手动 控制 可 以 通过 人 的 自然 语言 加 以 氢 述 ,属于 一 种 语言 控制 .由 于 语言 控 
制 具 有 模糊 性 , 故 这 种 语言 控制 也 称 为 模糊 语言 控制 ,或 简称 模糊 控制 . 

为 实现 模糊 控制 ,语言 变量 的 概念 可 以 作为 描述 手动 控制 策略 的 基础 ,并 在 
此 基础 上 发 展 了 一 种 新 型 控制 器 一 一 模糊 控制 器 , 在 模糊 控制 中 ,模糊 控制 器 的 
作用 在 于 通过 电子 计算 机 ,根据 由 精确 量 转 化 来 的 模糊 输入 信息 ,按照 总 结 手 动 
控制 策略 取得 的 语言 控制 规则 进行 模糊 推理 ,给 出 模糊 输出 判决 ,并 再 将 其 转化 
为 精确 量 ,作为 反馈 送 到 被 控 对 象 的 控制 ,这 反映 人 们 在 对 被 控 对 象 进行 控制 
中 ,不断 将 观察 到 的 过 程 输出 精确 量 转化 为 模糊 量 ,经 过 人 脑 的 思维 与 逻辑 推理 
到 得 模糊 判决 后 ,再 将 判决 的 模糊 量 转化 为 精确 量 , 去 实现 手动 控制 的 整个 过 
程 . 可 见 ,模糊 控制 器 体现 了 模糊 集合 论 .语言 变量 及 模糊 推理 在 不 具有 数学 模 
型 ,而 控制 策略 只 有 以 语言 形式 定性 描述 的 复杂 被 控 过 程 中 的 有 效应 用 . 模糊 控 
制 器 的 基本 结构 如 图 7.1 所 示 . 

要 设计 一 个 模糊 控制 器 以 实现 语言 控制 ,必须 解决 以 下 三 个 方面 问题 : 

(1) 精 确 量 的 模糊 化 ,把 语言 变量 的 语言 值 化 为 适当 论 域 上 的 模糊 子 集 ; 

(2 ) 模 糊 控 制 算法 的 设计 ,通过 一 组 模糊 条 件 语句 构成 模糊 控制 规则 ,并 计 
算 模糊 控制 规则 决定 的 模糊 关系 ， 

(3) 输 出 信息 的 模糊 判决 ,并 完成 由 模糊 量 到 精确 量 的 转化 . 
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知识 库 
参考 输入 


图 7.1 模糊 控制 器 的 结构 图 


87.2 模糊 控制 器 的 设计 


7.2.1 精确 量 的 模糊 化 


模糊 化 运算 是 将 输入 空间 的 观测 量 映 射 为 论 域 上 的 模糊 集合 . 模糊 化 在 处 理 
不 确定 信息 方面 具有 重要 的 作用 . 在 模糊 控制 中 ,观测 到 的 数据 常常 是 清晰 量 . 由 
于 模糊 控制 器 对 数据 进行 处 理 是 基于 模糊 集合 的 方法 ,因此 对 输入 数据 进行 模糊 
化 是 必 不 可 少 的 一 步 . 模糊 化 的 具体 过 程 如 下 : 

(1) 首 先 对 这 些 输入 量 进 行 处 理 , 使 其 变 成 模糊 控制 器 要 求 的 输入 量 . 例如 ， 


常见 的 情况 是 计算 。=r-y 和; = 学 ,其 中 "表示 参考 输入 ,y 表示 系统 输出 ,e 表 


示 偏 差 , 。 表示 偏差 的 导数 , 即 偏差 的 变化 率 . 

(2) 将 上 述 已 经 处 理 过 的 输入 量 进行 模糊 量化 处 理 , 使 其 变换 到 各 自 的 论 域 
范围 . 

(3) 将 已 经 变换 到 论 域 范围 的 输入 量 进 行 模糊 处 理 , 使 原先 精确 的 输入 量变 
成 模糊 量 ,并 用 相应 的 模糊 集合 来 表示 . 

在 模糊 控制 中 主要 采用 以 下 三 种 模糊 化 方法 . 

1. 单 点 模糊 化 

如 果 输 入 量 数据 x。 是 准确 的 , 则 通常 将 其 模糊 化 为 单 点 模糊 集合 . 设 该 模糊 


1,zx = xo 
集合 用 4 表示 , 则 有 A(x) = l W ,其 隶属 度 函 数 如 图 7. 2 所 示 . 
EEEN 


这 种 模糊 化 方法 只 是 形式 上 将 清晰 量 转变 成 了 模糊 量 ,而 实质 上 该 方法 表示 
的 仍 是 准确 量 . 在 模糊 控制 中 , 当 测 量 数据 准确 时 ,采用 这 样 的 模糊 化 方法 是 十 分 
自然 和 合理 的 . 

2. 三 角形 模糊 化 

如 果 输 入 量 数据 存在 随机 测量 噪声 ,这 时 模糊 化 运算 相当 于 将 变化 量变 换 为 
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图 7.2 单 点 模糊 集合 的 隶属 函数 


模糊 量 . 对 于 这 种 情况 ,可 以 取 模 糊 量 的 隶属 度 函 数 为 等 腰 三 角形 ,如 图 7.3 所 示 . 
三 角形 的 顶点 相应 于 该 随机 数 的 均值 , 底 边 的 长 度 等 了 于 20,0 表示 该 数据 的 标准 
差 . 隶属 度 函 数 取 三 角形 主要 是 考虑 其 表示 方便 ,计算 简单 . 


A(x) 


图 7.3 三 角形 模糊 集合 的 隶属 函数 
3. 高 斯 型 模糊 化 
男 一 种 常用 的 方法 是 到 隶属 度 函 数 为 棱 形 函数 , 即 


A(x) = e 32 
上 式 就 是 正 态 分 布 的 函数 ， 


7.2.2 数据 库 


数据 库 中 存放 的 是 与 模糊 控制 规则 及 模糊 数据 处 理 有 关 的 各 种 参数 ,其 中 包 
括 模糊 量化 处 理 参数 .模糊 空间 划分 和 隶属 函数 的 选择 等 . 
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1. 量化 因子 与 比例 因子 

设计 模糊 控制 器 时 ,一般 首先 要 将 系统 的 输入 变量 偏差 .偏差 变化 率 进 行 模 糊 
量化 处 理 . 把 系统 输入 变量 偏差 及 偏差 变化 率 的 实际 变化 范围 称 为 这 些 变量 的 基 
本 论 域 . 

设 输入 变量 偏差 的 基本 论 域 为 [ -站 .,X.] 以 及 输入 变量 偏差 所 取 的 模糊 集合 
的 论 域 为 X= | -mn, -n+1,…,0,…,n~1,n| di X, 表征 输入 变量 偏差 大 小 的 
精确 量 ,n 是 在 0 ~X, 范围 内 连续 变化 的 输入 变量 偏差 量化 后 分 成 的 等 级 数 ,这 些 
等 级 数 构成 论 域 工 的 元 素 ,一 般 常 取 n=6 或 7. 在 实际 的 控制 系统 中 ,输入 变量 偏 
差 的 变化 一 般 不 是 论 域 X 中 的 元 素 . 在 这 种 情况 下 ,需要 通过 所 谓 量 化 因子 进行 
论 域 变换 . 定义 输入 变量 偏差 的 量化 因子 为 


k, = . 
“Y (7.1) 


— Ht 4k IN F k, 选 定 , 系 统 的 任何 输入 变量 偏差 x 总 可 以 量化 为 论 域 丰 上 的 某 一 
个 元 素 . 例如 ,已 知 输入 变量 偏差 为 *, 则 这 种 元 素 必 属于 下 列 三 种 情况 之 一 : 
(Msk xsl+l,l<n; 
(2)k.x < =n; 
(3)n < k,x. 
对 于 情况 (2) 及 (3) ,分 别 将 * ELN -n 5 n 对 于 情况 (1) ,车 1<hx<l+ 


方 , 则 将 4 量化 为 5; 车 1+ 广 <hx<1+1, 则 将 < 量化 为 1+1,1 为 菜 一 整数 
从 式 (7. 1) 给 出 的 量化 因子 定义 可 见 , 一 旦 给 定论 域 X, 即 选 定 基 本 论 域 
[ -X.,X,] 的 量化 等 级 数 n 之 后 ,量化 因子 上 的 取 值 大 小 可 以 使 基本 论 域 
[ -X,,X.] 发 生 不 同 程度 的 缩小 与 放大 , 即 当 大 时 ,基本 论 域 [ -X,,X,] 缩 小 ， 
HM k, 小 时 ,基本 论 域 [ -X,,X.] 放 大 

同 理 ,对 于 输入 变量 偏差 变化 率 的 基本 论 域 [ -X:,X; ] 以 及 输入 变量 偏差 变化 
率 所 取 的 模糊 集合 的 论 域 为 了 = | -n,n+1,…,0,…,n -1,n| , 则 输入 变量 偏差 
变化 率 的 量化 因子 定义 为 

n 


k; = 二 (7.2) 


其 中 量化 因子 k; 具有 与 ,完全 相同 的 特性 . 
对 于 输出 变量 的 变化 x, 基于 量化 因子 的 概念 ,定义 
Y 
k, == (7.3) 


n 
为 其 比例 因子 . 其 中 ,[ -YY ] 8 8 th 38 Bt HERR, n 为 基本 论 域 [| -Y,,Y.,] 
的 量化 等 级 数 . 从 式 (7.3) 可 见 , 比 例 因 子 与 量化 等 级 数 之 积 便 是 实际 输出 变 
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Bt u 的 变化 . 

2. 输入 和 输出 空间 的 模糊 分 着 

模糊 控制 规则 中 前 提 的 语言 变量 构成 模糊 输入 空间 ,结论 的 语言 变量 构成 模 
糊 输出 空间 . 每 个 语言 变量 的 取 值 为 一 组 模糊 语言 名 称 ,它们 构成 了 语言 名 称 的 集 
合 . 每 个 模糊 语言 名 称 对 应 一 个 模糊 集合 ,其 个 数 决定 了 模糊 控制 精细 化 的 程度 . 
这 些 语言 名 称 通 常 均 具有 一 定 的 含义 . 如 负 大 (NB), 负 中 (NM), 负 小 (NS), 零 
(NE) , 正 小 (PS) ,正中 (PM) 和 正大 (PB). 

模糊 分 割 的 个 数 也 决定 了 最 大 可 能 的 模糊 规则 的 个 数 . 如 对 于 两 个 输入 单 输 
出 的 模糊 系统 ,x A y 的 模糊 分 割 数 分 别 为 3 和 7, 则 最 大 可 能 的 规则 数 为 3 x7 = 
21. 可 见 ,模糊 分 割 数 越 多 ,控制 规则 数 也 越 多 ,所 以 模糊 分 宦 不 可 太 细 ,否则 需 
确定 太 多 的 控制 规则 ,这 也 是 很 困难 的 一 件 事 . 当然 ,模糊 分 割 数 太 小 将 导致 控制 
太 粗 略 , 难 以 对 控制 性 能 进行 精心 的 调整 . 


7.2.3 模糊 控制 规则 库 


模糊 控制 器 的 规则 是 基于 专家 知识 或 人 工 操作 熟练 人 员 长 期 积累 的 经 验 , 其 
规则 是 按 人 的 直觉 推理 的 一 种 语言 表示 形式 . 模糊 规则 通常 有 一 系列 的 关系 词 连 
接 而 成 . 如 if-then .else also and or 等 . 在 模糊 控制 中 ,常见 的 模糊 控制 器 有 下 列 几 
种 : 

1. 单 输入 单 输出 模糊 控制 器 

这 类 控制 器 具有 如 下 的 形式 

RO :如 果 x 是 4', 则 y 是 B' (7.4) 
其 中 ,模糊 集合 4 和 B' S| EE f A bü X MER Y ERREA, eX #lU 
ye 工分 别 是 模糊 系统 的 输入 和 输出 (语言 ) 变 量 ,! = 1 ,2，…，,m. 
2. 双 输 入 单 输 出 模糊 控制 器 


这 类 控制 器 具有 如 下 的 形式 
RO WMR x, ÆA, H x, Æ A, M| y ë B: (7.5) 


其 中 ,模糊 集合 4; 和 4 分 别 是 输入 论 域 X, 和 输出 论 域 Y 上 的 模糊 集合 ,x; e X, 和 
ye 了 分 别 是 模糊 系统 的 输入 和 输出 (语言 ) 变 量 (i=1,2) ,l=1,2,…,m. 

3. 多 给 入 单 输出 模糊 控制 器 

这 类 控制 器 具有 如 下 的 形式 

RU WR z. E A B x, E: A, B. B. x, Ec Al BJ y E: B: (7.6) 

其 中 ,模糊 集合 4 和 B 分 别 是 输入 论 域 Z 和 输出 论 域 Y 上 的 模糊 集合 ,x; e X, 和 
ye 了 分 别 是 模糊 系统 的 输入 和 输出 (语言 ) 变 量 (i=1,2,…,n) ,l=1,2,…,m. 

4. 双 输 入 多 输出 模糊 控制 器 

这 类 控制 器 具有 如 下 的 形式 
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RO WME z EA HB x, EC AL. M) y, E B. B y, E: B, B--- R. y, E B: (7.7) 
其 中 ,模糊 集合 4! 和 B! 分 别 是 输入 论 域 X, 和 输出 论 域 Y 上 的 模糊 集合 ,x; e X, 
和 y; € Y, 分 别 是 模糊 系统 的 输入 和 输出 (语言 变量 (i =1 ,2;]= 1 ,2,.: ,n) „l =1, 
2 ,… ,m. 


7.2.4 输出 信息 的 清晰 化 


不 失 一 般 性 ,考虑 两 个 输入 一 个 输出 的 控制 器 ,并 设 已 建立 了 模糊 控制 规则 
FE. 设 已 知 模糊 控制 器 的 输入 模糊 量 为 x 是 4' 且 7 是 好 ', 则 根据 模糊 控制 规则 进 
行 近似 推理 ,可 以 得 出 输出 模糊 量 z( 用 模糊 集合 C' 表 示 ) 为 

C'=(ÁA'and B') o R 
其 中 R= ÜR, R” = (htand B')—C'. 

其 中 包括 三 种 主要 的 模糊 逻辑 运算 :and 运算 、 合 成 运算 “。” 和 蕴含 运算 
“一 ”. and 运算 通常 采用 求 交 ( 取 小 ) 或 求 积 (代数 积 ) 的 方法 ;合成 运算 ”。 通 常 采 
用 最 大 一 最 小 或 最 大 一 积 (代数 积 ) 的 方法 ;蕴含 算 子 “ 一 "通常 采用 求 交 (R,) 或 求 
ECR 的 方法 . 

以 上 通过 模糊 推理 得 到 的 是 模糊 量 ,而 对 于 实际 的 控制 规则 必须 为 清晰 量 , 因 
此 需要 将 模糊 量 转换 成 清晰 量 ,这 就 是 清晰 化 计算 所 要 完成 的 任务 . 清晰 化 计算 通 
常 有 以 下 几 种 方法 : 

1. 最 大 隶属 度 法 

这 种 方法 是 在 输出 模糊 集合 中 选取 隶属 度 最 大 的 论 域 元 素 为 判决 结果 ,如 果 

在 多 个 论 域 元 素 上 同时 出 现 隶 属 度 最 大 值 , 则 取 它 们 的 平均 值 作为 判决 结果 . 
| 例 7.2.1 设 已 知 论 域 | -7,-6,-5,-4,-3,-2,~1,0,1,2,3,4,5,6,7} 
上 的 输出 模糊 集合 C 为 
_0.7 0.7 0.3 0.3 0.3 0.2 0.7 0.7 0.7 0.2 0.2 0.3 0.3 


则 按 最 大 隶属 度 法 取得 判决 结果 为 
c = 部 ( -7-6-1+0+1) = -2.6. 


这 种 方法 的 优点 是 简单 易 行 ,其 缺点 是 概括 的 信息 量 较 少 . 这 是 因为 ,该 方法 
排除 了 其 他 一 切 隶 属 度 较 小 的 论 域 元 素 ( 量化 等 级 ) 的 作用 . 

2. 取 中 位 数 法 

为 充分 利用 输出 模糊 集合 所 包含 的 信息 . 可 以 将 描述 输出 模糊 集合 的 隶属 函 
数 曲 线 与 横 坐 标 围 成 的 面积 的 均 分 点 对 应 的 论 域 元 素 作 为 判决 结果 . 这 种 方法 称 
为 取 中 位 数 法 . 

例 7.2.2 以 离散 情况 为 例 , 设 已 知 与 例 7.2.1 相同 的 输出 模糊 集合 C', 则 素 
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属 函数 C (x) 与 横 坐 标 x 围 成 的 面积 S 为 
S=(0.7+0.7+0.3+0.3+0.3+0.2+0.7+0.7+0.7+02+02+0.3) x1 =5.3 
上 述 面积 的 一 半 为 
5 =2. 65. 


BT S = 2.65 ,计算 出 面积 S 的 均 分 点 对 应 的 论 域 元 素 为 -1. 于 是 ,可 以 取 


-1 对 应 的 精确 量 作为 实际 的 控制 量变 化 . 

3. 加 权 平 均 法 

这 种 方法 针对 论 域 中 的 每 个 元 素 x,(i=1,2,…,n) ,以 2 作为 待 判决 输 出 模 
糊 集合 C' 的 隶属 度 C'(x) 的 加 权 系 数 , 即 取 乘积 xC (x) (i=1,2,…,n) ,再 计算 


该 乘积 YU C C) ERREN Y, C'(x.) BIPIE xo, 
>s C (x) 


Y CG) 
平均 值 x 便 是 应 用 加 权 平 均 法 为 模糊 集合 C' 求 得 的 判决 结果 . 因为 zx ERR K 
数 曲线 C'(x) 与 横 作 标 x 围 成 区 域 面积 的 重心 坐标 之 一 ,所 以 上 式 所 示 加 权 平 均 
法 有 时 也 称 为 重心 法 . 加 权 平 均 法 的 优点 在 于 其 直观 合理 , 言 之 有 据 . 其 缺点 在 于 
其 计算 要 求 高 . 
例 7.2.3 设 已 知 与 例 7.2.1 相同 的 输出 模糊 集合 C', 用 加 权 平 均 法 计算 清 
晰 值 x, 为 


-7x0.7-6x0.7-5x0.3-4x0.3-3x0.3-2x0.2-1x0.7+1 x0.7+2x0.2+5x0.2+6x0.3+7 x0.3 


0 07+0.7+0 3 +0.3 +0.3 +0.2 +0.7 +0.7 +0.7 +0.2 +0.2 +0.3 +0.3 


-7.6 
=—— = -1.36. 
s 6 36 


对 xo 取 整 后 ,可 以 取 -1 级 对 应 的 精确 量 作 为 实际 的 控制 量变 化 . 
87.3 模糊 控制 器 实例 
作为 基本 模糊 控制 器 设计 的 总 结 ,下 面 介 绍 冶 炼金 属 钨 的 九 管 还 原 炉 的 温度 
模糊 控制 系统 . 
7.3.1 控制 对 象 的 特点 及 控制 任务 


金属 锦 的 熔点 大 于 3 000“ ,目前 尚 不 能 采用 通常 的 冶炼 法 ,而 只 能 采用 粉末 
冶金 法 来 处 理 . 九 管 还 原 炉 就 是 用 来 对 氧化 钨 粉末 还 原 去 氧 的 治 炼 装置 . 该 装置 先 
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通过 一 次 还 原 将 WO, 还 原 成 W0, 然 后 再 通过 二 次 还 原 将 W0 还 原 成 W. 九 管 还 
原 炉 有 9 根 焙 烧 管道 ,其 中 上 层 5 根 ,下 层 4 根 ,在 其 上 .下 部 分 装 有 电热 丝 , 用 以 
控制 6 个 温 区 的 温度 . 在 每 个 温 区 的 几何 中 心 线 上 装 一 只 热电 偶 , 用 以 检测 本 温 区 
的 温度 .6 个 温 区 的 温度 给 定 值 为 500 ~ 850 Ç. 

控制 任务 是 将 6 个 温 区 的 温度 控制 在 给 定 值 的 附近 ,偏差 不 允许 超过 ST. 
手动 控 温 时 ,偏差 波动 很 大 ,往往 大 于 +1S5% 以 上 ,影响 钨 粉 治 炼 质量 .考虑 到 9 管 
还 原 炉 的 精确 数学 模型 较 难 建立 ,决定 采用 模糊 控 温 方案 . 


7.3.2 模糊 控制 器 的 设计 


对 于 该 系统 ,在 总 结 手动 控制 策略 的 基础 上 采用 基本 模糊 控制 器 ,以 实现 整 
个 系统 的 模糊 控 温 方案 . 从 工艺 角度 来 看 ,由 于 要 求 9 管 还 原 炉 采 用 恒 值 控 温 ， 
可 以 将 其 视 为 本 温 区 温度 给 定 值 的 一 部 分 . 依 此 处 理 ,6 个 温 区 就 可 以 分 别 视 为 
结构 相同 且 相 互 独立 的 6 个 温 控 系统 . 因此 ,只 需 考虑 一 套 基 本 模糊 控制 器 的 设 
iF. 

1. 模糊 控制 器 的 语言 变量 

模糊 控制 器 的 输入 语言 变量 可 以 选 为 实际 温度 y 与 温度 给 定 值 y 之 间 的 偏 
差 e=y -yy 及 其 变化 率 。 ,而 其 输出 语言 变量 可 以 选 为 控制 通过 加 热 装置 的 电流 
的 可 控 硅 导 通 角 的 变化 量 u. 这 样 ,就 为 温 控 系统 选 定 了 一 个 双 输 和 人 单 输出 的 模糊 
控制 器 . 

2.、 输 入 语言 变量 偏差 五 、 偏 盖 变 化 五 C 和 输出 语言 变量 (控制 量变 化 )U 的 赋 
值 表 

设 偏差 e 的 基本 论 域 为 | -30% , +30% ] , 若 选 定 下 的 论 域 

X={-6,-5,.…,~-0,+0,..…,+5,+6| 


则 得 偏差 。 的 量化 因子 k= 区 = 
PO ,NO NS NM 和 NB. 
通过 操作 者 的 实践 经 验 总 结 ,可 以 确定 出 在 论 域 上 用 以 描述 模糊 子 集 
PB,- NB 的 隶属 函数 ,并 据 此 建立 语言 变量 的 赋值 表 , 如 表 7. 1 所 示 . 
设 偏差 变化 率 ?的 基本 论 域 为 [ - 24,24] , 若 选 定 EC RER Y= | - 6， 
6 


-5,…,0,…，+5,+6| , 则 得 偏差 变化 率 ?的 量化 因子 上 ;= 全 = 本. 为 语言 


地 .为 语言 变量 已 选取 8 个 语言 值 :PB,PM ,PS， 


变量 EC 选取 PB,PM ,PS,0,NS,NM 和 NB 共 7 个 语言 值 . 
通过 操作 者 的 实践 经 验 总 结 ,在 确定 出 模糊 子 集 PB,… ,NB 的 隶属 函数 之 后 ， 
便 可 以 建立 语言 变量 EC 的 赋值 表 , 如 表 7. 2 所 示 . 
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表 7.1 BETE ERER 空白 处 均 为 零 ) 


Wa 


37.2 语言 变量 EC 赋值 表 ( 空白 处 均 为 零 ) 


设 控制 变化 量 u 的 基本 论 域 为 [ -36, +361, 若 选 定 U 的 论 域 为 
Z=1-6,-5,.…,0,.…,+5,+6}), 


则 得 控制 变化 量 w 的 比例 因子 k, -38 =6. 同样 ,为 语言 变量 u 选取 PB PM, PS, 


0,NS,NM 和 NB 共 7 个 语言 值 . 通过 操作 者 的 实践 经 验 总 结 , 在 确定 出 模糊 子 集 
PB ,… ,NB 的 隶属 函数 之 后 , 便 可 以 建立 语言 变量 U0 的 赋值 表 , 如 表 7.3 所 示 . 
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表 7.3 语言 变量 U 赋值 表 ( 空白 处 均 为 零 ) 


3. 模糊 控制 状态 表 

基于 操作 者 手动 控制 策略 的 总 结 、 得 出 一 组 由 52 条 模糊 条 件 语句 构成 的 控制 
规则 ,将 这 些 模 糊 条 件 语 句 加 以 归纳 ,可 以 建立 反映 九 管 还 原 炉 温 控 系统 控制 规则 
的 模糊 控 制 状态 表 , 如 表 7.4 所 示 . 表 7.4 中 有 x 号 的 空格 代表 不 可 能 出 现 的 情 


表 7.4 模糊 控制 状态 表 
U E 
NB NM NS NO PO PS PM PB 
EC 
一 一 二 
PB PB PM NM NM | NM NB NB x 
PM PB PM | NM NM NM NS NS X 
— + 十 一 一 
PS PB PM NS NS NS NS NM NB 
| -| ~ 
0 pB PM pS 0 0 | NS NM NB 
NS PB PM PS PS PS PS | NM NB 
一 全 + 
NM x PB PS pS PM PM NM NB 
+ 
NB x PB PB PM PM PM NM NB 


模糊 控制 状态 表 7.4 包含 的 每 一 条 模糊 条 件 语句 都 决定 一 个 模糊 关系 ,它们 
共有 52 个 . 例如 ,R 和 R, 分 别 表 示 若 EE 是 NB 日 EC 是 PB, 则 U 是 PB 和 若 已 是 
NM H EC Æ PB, i| U Æ PM. 

通过 52 个 模糊 关系 R (1=1,2,…,52) 的 “并 ”运算 ,可 以 获取 表征 九 管 还 原 
炉 温 控 系 统 控 制 规则 的 总 和 模糊 关系 R, Bl 
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R = UR” 

其 中 模糊 关系 Ro2(L=1,2，…',52) 及 尽 的 计算 均 可 离线 进行 . 

4. 查询 表 

计算 出 模糊 关系 有 后 ,基于 推理 合成 规则 ,由 系统 偏差 e 的 论 域 

X=1-6,-5,.…, -0,+0,.…, +5, +6} 
和 和 偏差 变化 率 è 的 论 域 
Y=| -6,-5,.…,0,.…,+5, +6} 

根据 语言 变量 偏差 和 偏差 变化 EC 赋值 表 ,针对 论 域 工 ,了 全 部 元 素 的 所 有 组 合 ， 
求 取 相应 的 语言 变量 U 的 模糊 集合 ,并 应 用 最 大 隶属 度 法 对 上 述 模糊 集合 进行 模 
糊 判 决 , 取 得 以 论 域 Z=1 -6, -5,… ,0,…,+5,+6| 的 元 素 表 示 的 控制 量 的 变化 
Ë u. 

在 上 述 离 线 计 算 的 基础 上 , 便 可 以 建立 如 表 7.4 所 示 查 询 表 . 查询 表 7.4 是 九 
管 还 原 炉 温 控 系统 模糊 控制 算法 总 表 ,把 表 7.4 存放 到 计算 机 的 存储 器 中 ,并 编制 
一 个 查找 查询 表 的 子 程序 . 在 实际 控制 过 程 中 ,只 要 在 每 一 个 控制 周期 中 ,将 采集 
到 的 实测 偏差 e(k) (k=0,1,2,…) 和 计算 得 到 的 偏差 变化 e(k) -~e(F-1) 分 别 乘 
以 量化 因子 .和 ; 取得 以 相应 论 域 元 素 表征 的 查找 查询 表 7.4 的 相应 行 和 列 ， 
立即 可 以 输出 所 需 的 控制 量变 化 u,,, 表 乘 以 比例 因子 %,, 便 是 加 到 被 控 过 程 的 实 
际 控制 量变 化 值 . 

九 管 还 原 炉 温 控 系 统 通过 上 述 基 本 模糊 控制 器 实现 模糊 控制 后 ,取得 了 控制 
速度 快 , 超 调 量 小 ,稳定 性 好 ,对 参数 变化 不 敏感 等 一 系列 优 于 传统 控制 器 的 良好 
控制 效果 . 


1. 考虑 对 水 温 的 控制 

设 语言 值 :大 .中 小 是 论 域 X= 11,2,3,4,5} 上 的 模糊 集 . 水 温 偏差 x 与 控制 
量 ( 即 热量 )y, 有 如 下 关系 : 

若 x 大 , 则 yy 大; 

车 x 中 , 则 yy 中 ; 

车 x 小 , 则 yy 小 . 

(1) 试 给 出 模糊 集 [ 大】,【 中】,【 小 ] 的 定义 ; 

(2) 叙 述 对 水 温 的 控制 过 程 .( 设 输入 量 4=【 大 】). 

2. 设计 一 个 炉 温 控 制 器 . 

炉 温 偏 益 xe 和 = -3, -2, -1,0,1,2,3| | 

控制 量 yeyY=1-3, -2,-1,0,1,2,3|. 


模糊 集 理论 与 方法 


204 
控制 规则 如 表 7. 5 所 示 . 


表 7.S 


写 出 表示 控制 规则 的 模糊 关系 R. 
3. 设想 一 个 二 维 输入 一 维 输出 的 模糊 系统 ,是 由 以 下 两 条 规则 构造 而 成 的 : 


如 果 x, 是 À, ,x; 是 A, , 则 yE A, 
如 果 zx 是 4,,x, 是 4,, 则 y 是 4， 
其 中 ,4, 和 A, 是 RR 上 的 模糊 集 , 其 隶属 葡 数 分 别 为 


- ixl, -1=<x=<1 

4 二 其 他 
-lx-1l, 0=<x=<2 

4 OEN 其 他 


假设 模糊 系统 的 输 人 为 (xr ,x; ) = (0.3,0.6) ,模糊 系统 选用 单 值 模 糊 器 . 在 


下 述 情况 下 确定 模糊 系统 的 输出 7 : 
《1) 模 糊 量 的 精确 化 使 用 最 大 隶属 度 法 ; 
(2) 模 糊 量 的 精确 化 使 用 重心 法 
《3) 模 糊 量 的 精确 化 使 用 中 位 数 法 . 
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所 谓 决 策 就 是 针对 某 些 既 定 的 目标 将 多 种 可 能 采取 的 策略 加 以 比较 , 选 定 最 
优 策略 . 这 种 问题 往往 带 有 模糊 性 和 经 验 性 ,因此 采用 模糊 集 方法 处 理 就 比较 自 
然 . 模糊 决策 就 是 研究 在 模糊 环境 下 或 者 在 模糊 系统 中 进行 决策 的 数学 理论 与 方 
法 . 模糊 决策 的 目标 是 把 决策 论 域 中 的 对 象 在 模糊 环境 下 进行 排序 ,或 者 按 某 些 模 
糊 限制 条 件 从 决策 论 域 中 选择 出 最 优 对 象 . 本 章 将 介绍 模糊 决策 的 基本 原理 与 方 
法 . 


$8.1 二 元 对 比 排序 法 


本 节 考 虑 通过 二 元 对 比 对 论 域 0 = lu, ,wu,,… ,4,| 中 的 元 素 进 行 排序 ( 排 成 线 
性 序 、 线 性 预 序 或 偏 序 ) 的 问题 . 由 于 对 象 的 复杂 性 、 模 类 性 ,确定 元 素 间 的 先后 顺 
序 往往 是 困难 的 . 例如 ,假定 4 表示 “漂亮 ”这 个 模糊 集 , 其 标准 是 因 人 而 异 的 ,如 
RACH), A(Z) ,4( 丙 ) 表 示 甲 、. 乙 \ 丙 三 位 电影 明星 对 4 的 隶属 度 , 则 时 常会 出 现 
这 样 一 种 情况 4( 甲 ) >4( 乙 ) ACZ) SAOR) ,但 4( 甲 ) 不 一 定 排 在 4( 丙 ) 前 面 ， 
这 里 “> ”表示 一 种 序 关 系 . 即 论 域 的 任意 两 个 元 素 之 间 昌 然 可 以 比较 ,但 传递 性 
不 成 立 ,如 何 利 用 两 两 元 素 间 对 比 的 信息 来 确定 整体 的 排列 顺序 呢 ? 下 面 介绍 几 
种 常见 的 处 理 方法 . 


8.1.1 优先 关系 定 序 法 


i U= fu, ru, u, | , 记 c kR u, E u, 优越 的 成 分 , 即 u, 4 u, 相 比 较 时 ,wu 的 
长 处 (i,j =1,2,…,n). ER c, 满 足以 下 三 个 条 件 :QDe; =0;@0<c <1;@ecj +c;=1, 
ij. 这 里 ,条件 中 表明 u, 不 比 自身 有 更 多 的 好 处 ;条 件 四 表明 u, E u, 的 优越 成 分 cy 
要 介 于 0 与 1 之 间 ; 而 条 件 @ 则 说 明 w 与 uw 的 长 处 之 和 为 1. 这 样 当 w 与 w 相 比 较 ， 
ER u 尽 是 长 处 ,uw 一 无 是 处 , 则 取 cj =l, =0; 当 与 相 比 较 ,发 现 二 者 平分 秋 
色 , 各 有 千秋 ,分 不 出 高 低 时 , 则 取 cy =c; =0.5; 而 一 般 地 确定 cy 时 要 兼顾 c;, 使 6 与 
ci 协调 起 来 . 于 是 可 以 得 矩阵 

C=(c,),., 
称 为 优先 关系 矩阵 . 利用 矩阵 C, 可 以 实现 U 中 元 素 的 定 序 , 其 过 程 如 下 : 
(1) 取 Ae[0,1], 让 和 从 1 连续 下 降 , 若 首次 出 现 截 矩 阵 C, 使 得 其 第 i ITR 
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对 角 线 元 素 之 外 , 均 为 1, 则 认为 u, 是 第 一 领先 元 素 (不 一 定 唯一 ). 

(DEC PUER i 行 .第 局 列 , 仍 得 一 个 优先 关系 矩阵 c”. 

GERO) PREME C” , 则 得 第 二 领先 元 素 up 

(4) 重 复 步骤 (2) (3) ,直到 全 体 的 对 象 排 定 次 序 . 

例 8.1.1 设 U= fu,w,us| 表 示 三 位 电影 明星 , 某 位 观众 通过 两 两 比较 得 出 
优先 关系 如 下 


u, u, u, 
0 0.9 0.21u 
ee 0 ar 
0.8 03 0 lu, 
R U BJ HEP. 
解 ”通过 求 截 矩阵 可 见 
0 1 0 0 1 0 0 1 OF 
C, =|0 0 0 eet 0 0|,…，,Co=|0 0 llu, 
0 0 0 1 0 0 1 1 Ol, 
当 A 从 1 降 到 0.3 时 ,C, ;中 首次 出 现 第 三 行 除 对 角 线 元 案外 ,全 为 1, 故 us 为 第 


一 领先 . 划 去 C 的 第 三 行 第 三 列 ,得 


c” -| 0 Po 


0 1 
对 Co ,由 于 CY = Ë o) ,首次 出 现 第 一 行 除 对 角 线 元 素 外 ,全 为 1, 故 u 为 第 二 


领先 . 从 而 U 的 排序 为 :ui >l ilz. 
该 方法 定 序 的 着 眼 点 放 在 “长 处 一 致 超过 和 ”, 在 例 8. 1. 1 中 ,Cj =0.3,C,, = 
0.7 表明 u, KF u, 三 分 ,而 凤 长 于 七 分 ,单独 比较 u,,u, W u, 不 如 u, , B JA. 
一 致 性 考虑 ,u, 仍 排 在 u, 之 前 . 
8.1.2 相对 比较 法 
对 于 元 素 x,y, 记 J,(x) 表 示 x 相对 于 y 而 言 有 "“ 吸 引力” 的 指标 , 即 以 y 为 标 
准 , 看 x 有 哪些 优点 . 要 求 有 (x) 满 足 :Of.(x) =1;@0<f (x) <1,—<— 
f. (x) f. (x) 
| = > = min 一 一 一 一 
Hz) ra FT AG] (8.1) 
称 为 相对 函数 . 易 见 f(xly) e [0,1],f(x1x) =l,max[/(xly),f(ylx)] =1. 设 论 域 
U=lu,,u,,"" u, 1 , 1 


ri =f(u;lu;),i =1,2,.,n 
则 得 一 矩阵 
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及 =(my) xn 
称 为 相对 优先 矩阵 ,R 满足 :r; =1,me[0,1],mVvrm=1l. 利 用 矩阵 只 ,可 以 实现 U 
的 排序 ,其 过 程 如 下 : 
(1) 记 p(x) =f(x<l U) =min/(zlu,) ,车 p(z) = max p(wi) „Ui i ARRA- 
(2) 对 U - ú, BAHR) H, EAA RKE HEE. 
实际 排序 过 程 列 和 表格 中 进行 ,下 面 举例 说 明 . 
例 8.1.2 设 U= | 长 子 (x) ,次 子 (7) ,幼子 (z)} , 按 “ 谁 最 像 父亲 ”排序 . 已 知 
f.x) =1, f(x) =0.8, f(x) =0.5 
Fy) =0.5, f(y) =1, f(y) =0.4 
f. (z) =0.3, f, (z) =0.7, f.(z) =1 
其 中 (x) =0. 8 表示 长 子 对 照 次 子 像 父亲 的 程度 为 0. 8 ,其 余 类 推 . 
解 ” 由 相对 函数 定义 计算 出 各 相对 滑 数 的 数值 并 列表 ,如 表 8. 1 所 示 . 


表 8.1 相对 函数 排序 过 程 

—— 
| x y | z | p = min( 按 行 ) 
x J(xlx) =1 f(xly) =1 /(x=lz) =1 1 
十 T 
y Kylis) => flyly) =1 fyi) =— | 4 
1 

z Kalz) =Z /(zly) =1 f(zlz) - r. 

— [L _ _  _ J  _ | _ j _ _ 


由 表 8. 1 中 最 后 一 列 可 见 :1 > > a l pC) >p (2) >p(y) ,所 以 排序 为 
xzy, 即 长 子 最 像 父亲 ,幼子 次 之 ,次 子 最 不 像 
8.1.3 对 比 平均 法 


设 论 域 = [u u, Uu}, Vre U, ÆN 
fal U) = Ya, f. G) (8.2) 


其 中 ,a; 是 加 在 u ERBE, ER Y a, = l,a, > 0. f (z) RRHH u, WQ 8 “ 有 了 吸 
引力 ”的 指标 , 按 扩 x1 U) 从 大 到 小 排序 . 这 种 方法 称 为 对 比 平均 法 ,或 称 为 加 权 平 
均 法 . 

例 8.1.3 U= RE) ,菊花 (y) , 薄 公 英 (z) | ,考虑 * 美 "的 次 序 . 车 已 知 
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Sa) =1,f,(x) =0.8, f(x) =0.9 
F) =0.7, f(y) =1, F) =0.8 
(z) =0.5, (z) =0.4, f.(2) =1 


lx1 8 1 
本 及 10,10,10 排 序 . 


试 分 别 按 权重 二 ,了 


f(x lU) = 到 (1 +0.8 +0.9) =0.9 
FAU) = 本 (0.7 +1+0.8) =0.83 
AIU) = 本 (0.5 +0.4 +1) =0.63 
所 以 排序 为 xyz, MEHE WE WAR. 写成 模糊 集 的 形式 为 
rn 0.9 0.83 0.63 
A=“ RME” = ae E A 
1 8 1 eau 
对 于 权重 j0 ,10,10, 依 同样 方法 可 得 
Kxz1D) =0.83, f(y1U) =0.95, f(z1U) =0.47 
所 以 排序 为 yxz , MA EE 4k AR. 由 此 可 见 ,排序 结果 与 权重 的 选取 密切 相 


8.1.4 权重 分 析 法 


为 了 对 论 域 U= {u ,四 中 的 元 素 进 行 排序 ,从 权重 的 角度 考察 这 个 问 
题 . 如 果 客 观 上 每 个 元 素 u 有 一 个 权重 w =o (u,) , 令 
W= (o,o, ,0,) 


称 为 权重 向 量 ,那么 按 权 重大 小 就 可 以 得 到 U0 的 排序 . 两 元 素 u,,u 的 权重 之 比 为 
到 , 据 此 可 以 构造 一 个 权重 比 矩阵 M, Bp 


w, w, 
w, w 
M= : 
Oa On 
w, w 


由 矩阵 论 可 知 :m EERE M 的 唯一 的 最 大 的 特征 值 , 记 EET n ARRE IIB, 
则 


M£ = n£ 
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由 于 权重 向 量 W 事先 并 不 知道 ,因而 权重 比 矩 阵 M 也 不 知道 ,现在 介绍 一 种 

求 权 重 向 量 的 方法 ,通过 两 两 比较 可 以 得 到 f,(4) ,人 (ww) , + 
fu) 
A 


rh f. (uw) 与 式 (8.1) 有 相同 的 解释 ,将 己 作 为 权重 比 于 的 估计 值 ,从 而 矩阵 了 = 


(415),xn 可 以 作为 矩阵 M 的 一 个 估计 甜 阵 . 用 线性 代数 的 方法 可 以 求 出 矩阵 T 的 
最 大 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 , 这 个 特征 向 量 就 可 以 作为 估计 的 权重 向 量 , 从 而 
利用 了 可 实现 U 的 一 个 排序 . 

由 矩阵 论 的 知识 可 见 :T 的 最 大 特征 值 ,=n 且 和 矩阵 了 的 元 素 与 满足 :中 
t =1;@@t n=l, ETARE 


(8.3) 


t; ty = Vi,,k) (8.4) 
则 称 T 为 相 容 和 矩阵. 如果 了 是 相 容 和 矩阵 , 令 
Wi = Il: (8.5) 


MJ 有 


_ N ki 


wj; "hn 
ta 


= /(ta ` t) . (to ` t; (ts, ta) = (t; “ty t) = t; 
因此 ,A,,, n, T 的 最 大 特征 值 对 应 的 特征 向 量 也 就 是 权重 向 量 W = lwo, 
wm). 

一 般 说 来 ,矩阵 了 不 一 定 相 容 , 即 条 件 (8.4) 未 必 成 立 . 为 了 度量 了 的 相 容 程 
度 ,定义 一 个 不 相 容 度 C(T) , 即 


À max 一 n 


CT) =- 


当 C(T) <0.1 时 ,就 可 以 认为 7 的 相 容 性 好 . 用 了 的 最 大 特征 值 对 应 的 特征 

向 量 作为 权重 向 量 是 可 以 接受 的 . 

一 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 一 般 不 是 唯一 的 ,为 了 确定 起 见 , 可 以 取 归 一 化 的 
特征 向 量 , 即 要 求 该 向 量 的 各 分 量 之 和 等 于 1. 

当局 的 基数 相当 大 时 ,计算 了 的 特征 值 及 其 特征 向 量 是 一 件 相 当 费 时 的 工 
fE. KERE T 与 前 面 所 述 的 相对 优先 矩阵 有 点 类 似 ,为 了 简化 计算 ,可 以 用 如 下 的 变 
通 方法 . 

(GD) 设 矩阵 了 满足 : 若 已 >1 ,已 >1, 则 有 所 >1 (Viw,k) ,那么 ,了 的 相 容 性 很 好 . 

检验 满足 这 个 条 件 可 以 这 样 进行 : 作 一 个 “0 一 1 ERE T = (6)... 使得 


(8.6) 
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fly>1 
{oe 
车 满足 传递 性 , 即 7'。7'C7", 则 认为 了 相 容 性 好 ,否则 认为 了 的 相 容 性 不 好 
(2) 如 果 了 的 相 容 性 好 , 则 取 o, = | I ,作为 元 素 u, 的 权重 估计 什 , 必要 时 
再 对 向 量 W' = (wi,w0;,…,w.)" 归 一 化 , 即 


和 w, ... o 
Lo Lo Po 
作为 估计 的 权重 向 量 . 
例 8.1.4 设 U0U=|a,b,cl ,a,b,c 表示 三 个 玻璃 杯 , 经 过 两 两 比较 得 
£(a)=8, f. (b) =5,f(6)=4, f(c) =7, f. (a) =5,f.(c) =3 
DX E BJ 5| JJ 38 bn f, (u) 比 前 面 的 条 件 稍 有 放宽 . 由 此 可 得 
falb) =1, f(bla) =, Kelb) =1, f(ble) =£, fale) =1, fela) = 了 


于 是 构成 相对 优先 矩阵 R 如 下 


1 1 1 
5 4 
R=lg | 7 了 | 
3 
1 1 
由 此 可 得 也 的 排序 为 acb. 
用 权重 分 析 法 再 来 考虑 本 例 . 此 时 ,由 式 (8.3) 易 算得 
1 8 5 
4 3 
5 4 
T = g 1 7 
3 7 
5 4 ! 
计算 了 的 特征 值 . 即 求 人 满足 
8 5 
1-àÀ z 可 
5 4 
8 1 一 入 7 =Ü 
3 7 
5 + 4 


所 以 (1 ~A)? -3(1-A) +2.37 =0, 解 得 和 A, =3.05; 计 算 不 相 容 度 


Au 3 0 025 <0.1 
3 1 ~ ` ~~~ i: . 


C(T) = 
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故 了 的 相 容 性 好 . 和 .的 归 一 化 特征 向 量 为 (0.4,0. 27,0. 33) , 故 排序 为 ceb ,与 优 
先 关系 定 序 法 结果 一 致 

车 采用 变通 方法 ,计算 


1 1 1 1 1 1 
0 1 0|.10 1 0 
0 1 1 1 


AA T 的 相 容 性 好 ,计算 o. ,得 


3 3 3 
. /8 5 ._/5 4 ._ /3 7 
w, = 3 1.39, w, = g 7 0.71, w; = s ` q 1.02 


从 而 W = (o, ,wy,w;) =(1.39,0.71,1.02) , 9—46 48: (0.44,0.23,0.33) ,这 
与 As 的 归 一 化 特征 向 量 非常 接近 , 据 此 得 排序 为 :ac. 


8.1.5 反 演 法 


HAS (wi) 提供 的 信息 ,定义 一 个 优先 比 
a O 
Pe f(x) +Í.(>) 
记 (ui, ul) =r;,fE—4" EBE R = (Tj) xn , 则 R 是 一 个 模糊 和 矩阵. 满足 Tj + Ti =1 ? 
称 丸 为 反 演 矩阵 . 对 所 有 u e 也, 定义 两 个 量 


T'-T'= 


[=] 
= 


(8.7) 


r(u,) = > r; (8.8) 


p(u, =min|r;| (8.9) 

称 r(u,) 8 u, 的 得 分 ,p(wu) 为 u 的 强度 , 据 此 可 以 用 以 下 两 种 方式 对 0 进行 排序 : 

(1) 按 每 个 元 素 得 分 从 大 到 小 进行 排序 ; 

(2) 取 强度 最 大 的 元 素 u 作为 最 优 元 素 , 再 对 U - {1&| 重 复 应 用 求 的 方法 ， 
如 此 下 去 可 得 U 的 一 种 排序 . 

这 种 方法 亦 称 为 相似 优先 比方 法 ,排序 过 程 与 前 面 介绍 的 相对 比较 法 类 似 . 

值得 注意 的 是 ,如 果 每 个 ue U 有 一 个 权重 w, = wla) ,并 满足 7; = 一 一 , 那 
么 按 方法 (1) 与 方法 (2) 排 序 的 结果 与 按 权 重大 小 进行 排序 的 结果 相同 . 

例 8.1.5 取 例 8.1.4 中 的 U 与 /, 则 可 得 出 反 演 矩 阵 R 为 


1 8 5 
2 13 8 
5 1 4 
R= a > T 
3 7 1 
8 11 2 
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据 此 可 以 得 出 各 元 素 的 得 分 为 
Tr(a) =1.73, r(b) =1.24, 7(c) =1. 50 
按 得 分 大 小 排序 的 结果 是 ach; 
计算 强度 则 有 
p(a) =0.61, p(b) =0.36, p(c) =0.37 
这 样 a 为 最 优 元 素 . E U- lal = UV' 中 ,再 计算 强度 得 


p= p'le 
P'O) =i (e) = 


故 c 为 U 中 的 最 优 元 素 . 所 以 最 终 可 得 U HEES acb. 
$8.2 意见 集中 法 


本 节 考 虑 这 样 的 问题 :要求 我 们 按照 某 些 特性 ,对 个 对 象 ,wu,,…,u 进行 
排序 ,记忆 = fu zz. 根据 各 元 素 的 特征 ,给 出 已 中 元 素 的 m 种 排序 意见 
亡 ,已 ,如何 从 这 普 个 个 体 的 优先 次 序 出 发 得 到 群体 的 优先 次 序 , 从 而 作出 
决策 ,我 们 称 之 为 集中 上 0 的 m 种 排序 意见 La, s Ln BAA PHS m PP HET E T 
集中 成 一 个 总 意见 . 

下 面 介 绍 两 种 常见 的 意见 集中 方法 . 


8.2.1 Borda 数 法 


XEF Libis L. 和 ue UU, 用 记号 B) RRE L, PHE u 后 的 元 素 个 数 ， 
记 


B(w) = > B,(u,) (8.10) 


称 之 为 元 素 u 的 Borda $, BI u, ERASE L L... L. 中 得 分 值 B,(w) 的 总 和 . 按 
H Borda 数 从 大 到 小 的 顺序 对 上 U 的 元 素 进 行 排序 ,就 得 到 新 的 排序 意见 ,用 该 意见 
作为 集中 后 的 排序 意见 . 这 种 通过 计算 各 元 素 的 Borda 数 来 实现 排序 的 意见 集中 
方法 称 为 Borda 数 法 . 
例 8.2.1 BR U=s=f{a, b,c, d] ,假定 有 四 种 排序 意见 为 
Li:abcd L,:bcad L,;dabc L, .abde 
按 Borda 数 法 对 这 些 意见 进行 集中 . 
# ”通过 计算 可 得 
Bi(a) =3,B,(a) =1,B,(a) =2,B,(a) =3,B(a) =9 
B (b) =2,B,(b) =3,B,(b) =1,B,(b) =2,B(b) =8 
B (e) =1,B,(c) =2,B,(c) =0,B,(c) =0,B(c) =3 
B (d) =0,B,(d) =0,B,(d) =3,B,(d) =1,B(d) =4 
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从 而 有 
B(a) >B(b) > B(d) > B(c) 
所 以 ,集中 后 的 排序 意见 为 上 :abdc. 
注 :如 果 各 不 同意 见 L ,1 ,… L. 的 重要 程度 不 同 ,也 可 以 对 不 同意 见 作 加 权 
处 理 , 设 意见 工 , 的 权 值 为 o;, 即 因素 重要 程度 的 模糊 集 为 
A=(a,,a,,"" a.) 
其 中 > °, = 1, 则 加 权 Borda 数 为 


B(u;) = Y aB, (u) (8.11) 


然后 ,再 按 加 权 Borda 数 的 大 小 对 U 中 元 素 进 行 排序 . 
8.2.2 Blin 法 


1. 求 出 U PEAR RME A tE E 
对 于 把 U 中 元 素 排 成 线性 序 的 m 个 意见 


了 7 ,- L. 
J. M. Blin 给 出 了 一 个 忌 中 的 模糊 关系 R 为 
= Ru) = EY Lu) k = 1,2,.,n) (8.12) 
m = 
式 中 
1, 在 上 中 优先 于 u, 
Li《w,u)=40.5， 在 上 中 以 入 并列 
0, 其 他 
即 
R= 721 > Ton 
这 里 r METIRI: 


(1)r;=0,j=1,2,-.,.n; 

(2)r x +r =1,j#k,j,k=1,2,-- ,n. 

我 们 称 R 为 模糊 优先 矩阵 . 

2. 对 U 中 元 素 总 排序 

取 入 =0.5 对 模糊 优先 矩阵 进行 截 割 ,得 截 矩 阵 Ro ;. 令 M. 表示 R, ,中 第 i 
行 中 元 素 为 1 的 个 数 ,并 按 M,(i=1,2,…,m) 的 大 小 对 上 0 中 元 素 进行 排序 . 
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注 :如 果 对 不 同 的 意见 赋予 不 同 的 权 值 , 则 R 可 以 改变 成 赋 权 模糊 优先 矩阵 ， 
这 时 


re = DaiLi (ws u) (8. 13) 
i=1 


其 中 a, 为 意见 L; 的 权 值 ,并 且 > a; = 1. 


例 8.2.2 设 UVU= {a,b,c,dl, 且 4 种 意见 分 别 为 
L, :abcd, 权 值 为 a, =0.2;L,:bcad, 权 值 为 a, =0.2;L;:dabe, 权 值 为 a, =0. 3; 
L,:abde 2828 a, =0.3; 
试用 Blin 法 对 a,b,c,d 进行 排序 . 
解 ”由 式 (8.13) 可 计算 得 
r, =0 (i=1,2,3,4) 
r2 =0.8, ra =0.8, r. =0.7 
ra =l, ra =0.7， ra =0.4 
从 而 得 赋 权 模糊 优先 矩阵 为 
0 0.8 0.8 0.7 
0.2 0 1 0.7 
“102 0 0 0.4 
0.3 0.3 0.6 0 
K à =0.5 RA R , 45 


@ o o 一 
= O = = 


1 
1 
0 
0 

由 此 知 ,M, =3,M, =2,M, =0,M, =1. 于 是 ,由 M,,M,,M,, M, 从 大 到 小 排出 
的 线性 序 为 工 :apdc. 


$8.3 多 目标 模糊 决策 法 


设 U= uw u An 个 待 评价 的 方案 所 构成 的 集合 ,而 VV= |ou, 
va | 为 对 决策 起 重要 作用 的 m 个 因素 指标 所 构成 的 集合 , 则 各 方案 可 以 由 其 相应 
的 m 个 因素 指标 值 所 确定 , 设 为 

Wj= (uu u) (j=1,2,.,n) (8.14) 
式 中 uw, 表示 第 7 个 方案 的 第 i 个 因素 指标 值 , 称 式 (8. 14) 为 方案 的 因素 指标 向 
E. 
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把 这 个 方案 的 因素 指标 向 量 作 为 列 构成 因素 指标 矩阵 为 


ú =] : *. : (8.15) 


下 面 介 绍 几 种 常用 的 多 目标 模糊 决策 方法 . 
8. 3.1 定量 指标 模糊 决策 法 


1. 加 权 相 对 偏差 距离 最 小 法 
(1) 构 造 相 对 偏差 矩阵 
当 式 (8. 15) 中 各 因素 指标 值 wy 为 定量 指标 时 , 令 


(u-u; 
8, = -全 (i=1l,2,-' mi j=1,2,.…,n) (8.16) 


U 
U imas 一 Uimin 


式 中 
Wi = maxj zi Us Ua}, usa = MIN] Ug, Lz, Ui! 

， us, 当 因素 指标 w 为 正 指标 时 
人 当 因素 指标 w, 为 负 指 标 时 
这 里 正 指标 是 指 因素 指标 值 越 大 方案 越 优 的 因素 指标 , 负 指 标 是 指 因素 指标 值 越 
小 方案 越 优 的 因素 指标 ,例如 产值 因素 指标 为 正 指标 ,而 能 源 消耗 因素 指标 为 负 指 
标 , 称 8 为 相对 偏差 值 , 称 w? 为 标准 值 ,而 称 u’ = (uruy, ,un ) 为 标准 值 向 量 . 

HER m x n 个 相对 偏差 值 5, 作 为 元 素 构成 一 个 模糊 矩阵 


Ôn U Ó, 
A=| : ` : 
Ôm Ô mn 
称 和 矩阵 A 为 相对 偏差 矩阵 . 
(2 ) 确 定 因素 重要 程度 模糊 集 


利用 Delphi 法 ,由 专家 评定 出 各 影响 因素 v.(i=1,2,… ,m) 的 权重 系数 a,, 即 
确定 出 因素 重要 程度 模糊 集 :4 = (a ,aa ，… ,a ). 

(3) 对 各 方案 进行 决策 

计算 u, 与 w 的 加 权 相 对 偏差 距离 


d, = d;(u,u) ra PACED (j =1,2,=- ,n) 
i=1 


AF a= -5 a, 为 m 项 指标 权 值 的 平均 值 . Eh n AARP m 个 因素 指标 的 
标准 值 向 量 u” = (wi ,w2,… ,uw ) 构 成 的 方案 ,拟定 为 最 理想 的 方案 . 这 样 上 个 评价 
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方案 中 与 最 理想 方案 之 间 加 权 相 对 偏差 距离 d, 最 小 者 相对 应 的 方案 u, 应 被 选 为 
最 优 方案 B 


d. = d (u,,u”) =min[d,,d,, d, | 
时 ,方案 u, 为 最 优 方案 . 
2. 定量 指标 综合 决策 法 
(1) 构 造 模糊 评价 和 矩阵 


2 


0.1 TE ak o, 为 正 指标 时 
T; = (8.17) 
一 ak o, 为 负 指 标 时 


AF d 表示 级 差 值 , 即 
U imas 一 Himin 
“1-01 
ry 表示 第 i 项 因素 对 第 j 个 方案 的 评价 值 . 
以 上 述 m x n 个 评价 值 作为 元 素 构成 模糊 评价 矩阵 为 


Tiz 


ml Tn2 i Tan 
(2) 确 定 因素 重要 程度 模糊 集 | 
利用 Delphi 法 ,由 专家 评定 出 各 影响 因素 v.(i=1,2,… ,m) 的 权重 系数 a;, 即 
确定 出 因素 重要 程度 模糊 集 :4 = (a ,a,,… an) 
(3) 对 各 方案 进行 决策 
利用 加 权 平 均 模 型 M(.， ,+ ) ,对 各 方案 进行 评价 : 
B=A:R=(b,,b,,…,b,) 


其 中 = Poni ln 


根据 最 大 隶属 度 原则 ,与 六 =1,2,…,m) 中 的 最 大 者 相对 应 的 方案 为 最 优 方 
案 . 
例 8.3.1 考虑 某 工程 投资 项 目的 决策 问题 ,已 知 有 4 个 投资 方案 , 记 为 
= {方案 1, 方案 2 ,方案 3 ,方案 4| 二 | ui „U, u, u,l. 
各 个 方案 选用 10 个 因素 指标 , 记 为 
V= |v, n, Vol. 


设 各 方案 的 因素 指标 和 矩阵 为 
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3654.5 4054.5 3560.4 3730.2 
24000 26712 23350 25200 
430.0 218.4 234.0 403.5 

5270 3515 4163.3 5638.9 


. 2 1 1 2 
# 5| 213.6 302.8 215.3 239.2 
01 Ol 190 150 
8 9.5 8 9 


197.5 185.2 189.7 190.1 
980 1062 1500 2871 
经 专家 评定 ,各 因素 指标 的 重要 程度 模糊 集 为 
A= (0.57,1,0.54,0.41,0.82,0.97,0.58,0.44,0.36,0.1) 
试 对 各 投资 方案 进行 模糊 决策 . 
解 ” 因 所 给 的 因素 指标 是 定量 指标 ,我 们 分 别 采用 加 权 相 对 偏差 距离 最 小 法 
和 定量 指标 综合 决策 法 进行 决策 . 
(1) 应 用 加 权 相 对 偏差 距离 最 小 法 进行 决策 . 根据 因素 指标 矩阵 uw” ,可 得 各 
因素 指标 的 标准 值 向 量 为 
u’ = (uw us, ul) =(3560.4,23350 ,218.4,3515. 4,1 ,213. 6,0. 1,8,185. 2,980) 
把 wu 及 wi 代入 式 (8.16) 得 相对 偏差 模糊 矩阵 为 
0.19 1 0 0.34 
019 1 0 0.55 
0 0.07 0.87 
0 03 1 
0 0 1 
1 0.02 0.29 
0 1 0.79 
1 0 0.67 
0 0.37 0.40 
0.04 0.27 1 
例如 


a, = tal _ 123350 - 23350| _ o 
3 C ya C uy — 26712 -23350 


0 
a, = Ls Cual _ 1213.6 -239.2] -0.29 


us — Henn 302.8 - 213.6 
其 余 的 类 似 可 得 . 
根据 加 权 相 对 偏差 距离 公式 可 得 


218 模糊 集 理论 与 方法 


di = d (u, u") = a. > (abn) = 1.937 


1 m 

d, = d,(u,,u°) = 元 > (aða)? = 2.709 
1 m 

d, = d, (u, ,u") = a. > (aĝa) = 1. 054 


1 m 
d, = d,(u,,u°) = _ | > (a4)? = 2.323 


由 于 d, = min{d, ,d,,d, ,d,} , 故 由 加 权 相 对 偏差 距离 最 小 法 知 d, 所 对 应 的 方案 3 
为 最 优 方案 . 
(2) 应 用 定量 指标 综合 决策 法 进行 决策 可 得 模糊 评价 矩阵 为 


0.83 0.10 1 0. 69 
0.83 0.10 1 0.50 
0.10 I 0.93 0.21 
0.26 1 0.73 0.10 
R = 0.10 1 1 0.10 
1 0.10 0.98 0.74 
1 I 0.10 0.29 
1 0.10 1 0.40 
0.10 1 0.67 0.64 
1 0.96 0.75 0.10 
例如 rs =0.1 + “e Lo, 1 202.8 -215.3 P 3 _ 0. 98. 


为 了 应 用 加 权 平 均 模 型 M(，, + ) 对 各 方案 进行 评价 ,我 们 首先 将 所 给 的 因 
索 指 标 重要 程度 模糊 集 4 归 一 化 ,得 

A, = (0. 10 ,0. 17 ,0. 09 ,0.07 ,0. 14 ,0. 17 ,0. 10 ,0. 08 ,0. 06 ,0. 02) 
于 是 ,得 模糊 综合 评价 集 为 

B=A,: R=(b,,b,,b,,b,) = (0. 64,0. 53 ,0. 86 ,0. 42) 
由 于 b, = max1b,,b, ,bs,bs) , 故 由 最 大 隶属 度 原 则 知 b, 所 对 应 的 方案 3 为 最 优 方 
案 ,这 与 应 用 加 权 相 对 偏差 距离 最 小 法 的 决策 结果 一 致 . 


8.3.2 定性 指标 模糊 决策 法 


当 式 (8. 15) 中 各 因素 指标 值 ww 为 定性 指标 时 ,模糊 评价 矩阵 R= (ry) nea EE 
家 评议 确定 . 具体 方法 如 下 : 
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1. 五 级 划分 法 . 
(1)U=( 优 , 良 ,中 , 差 , 劣 ) , 见 图 8.1. 


劣 = 中 
0 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 


图 8.1 定性 指标 五 级 划分 


当 因 素 指 标 为 “ 优 ”时 ,评定 值 为 0.9; 当 因素 指标 为 “ 良 ” 时 ,评定 值 为 0.7; 当 
因素 指标 为 “中 ”时 ,评定 值 为 0.5; 当 因素 指标 为 “ 差 ” 时 ,评定 值 为 0. 3; 当 因素 指 
标 为 “ 劣 ” 时 ,评定 值 为 0. 1; 当 因素 指标 介 于 两 个 等 级 之 交 时 ,评定 值 取 这 两 个 等 
级 评定 值 之 间 的 值 . 

(2)U=( 最 优 , 优 , 良 ,中 , 劣 ) , 见 图 8. 2. 


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 


图 8.2 定性 指标 五 级 划分 


这 类 划分 的 因素 指标 评定 值 的 确定 方法 类 似 于 上 述 的 说 明 . 
2. 九 级 划分 法 . 
U = (最 好 ,很 好 ,好 , 较 好 ,中 , 较 差 , 差 ,很 差 , 最 差 ) , 见 图 8.3. 


最 差 很 差 差 E 中 ë ë RE 好 很 好 RE 
0 01 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 


图 8.3 定性 指标 九 级 划分 


当 因 素 指 标 为 “最 好 "时 ,评定 值 为 0.95; 当 因素 指标 为 “很 好 "时 ,评定 值 
为 0. 85; 当 因 素 指标 为 “好 "时 ,评定 值 为 0.75; 当 因素 指标 为 “ 较 好 "时 ,评定 值 
3 0. 65 ; 当 因 素 指标 为 “中 ”时 ,评定 值 为 0.55; 当 因 素 指标 为 “ 较 差 "时 ,评定 值 
为 0.45; 当 因素 指标 为 “ 差 ” 时 ,评定 值 为 0.35; 当 因素 指标 为 “很 差 " 时 ,评定 值 
为 0.25; 当 因素 指标 为 “最 差 " 时 ,评定 值 为 0. 1; 而 当 因素 指标 介 于 两 个 等 级 之 
间 时 ,评定 值 取 这 两 个 等 级 评定 值 之 间 的 值 . 

3. 按 上 述 方 法 确定 的 评定 值 构造 模糊 评价 和 矩 阵 R = (ry) mxn 

4. 利用 Delphi 法 确定 因素 重要 程度 模糊 集 4 = (cl ,a,,… ,a,). 

5. 应 用 加 权 平 均 模 型 M( ' , + ) ,对 各 方案 进行 评价 ,得 模糊 综合 评价 集 为 

B=A.:R=(b,,b,,,b,). 
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按 最 大 素 属 度 原 则 ,与 6 =1,2,…,n) 中 的 最 大 者 相对 应 的 方案 为 最 优 方 案 . 

注 :在 具体 决策 问题 中 ,如 果 因 素 指 标 既 有 定量 的 ,也 有 定性 的 , 则 可 以 同时 使 
用 上 述 两 种 方法 . 如 果 因 素 指 标 之 间 有 具有 多 层次 之 分 , 则 可 以 采用 多 层次 综合 评判 
法 ,对 问题 进行 决策 . 


习 题 8 


1. 设 U= 1a,b,c} ,其 中 ,a,b,c 表示 甲乙 、 丙 三 人 .下 面 对 他 们 的 身高 进行 排 
序 , 通 过 两 两 比较 ,得 到 如 下 优先 关系 矩阵 
0 0.2 0.3 
08 0 0.1 
0.7 0.9 0 
试 按 优先 关系 定 序 法 对 U 中 的 元 素 进 行 排序 . 
2. 设 U=1a,b,c,d,e) , 现 有 五 个 专家 对 U0 中 元 素 的 排序 分 别 为 : 
L :aedbc L,:adecb L: deacb L. daebe Ls:abcde 
试 分 别 用 Borda 数 法 Blin 法 对 这 些 排序 意见 进行 集中 . 
3.& U= ļla,b, c,d) , 现 有 三 个 专家 对 U 中 元 素 的 排序 分 别 为 
Li: abcd 取 权 值 a, =0.3 
L,: bdac 取 权 值 a, =0.4 
L,: dabe 取 权 值 a, =0.3 
试用 Blin 法 对 这 些 排 序 意 见 进行 集中 . 
4. 考虑 某 企业 投资 项 目的 决策 问题 ,已 知 有 3 个 备 选 方案 , 记 为 UV = Tu ,ww， 
us1 ,各 个 方案 选用 8 个 因素 指标 , 记 为 了 = | wz b l. 
设 各 方案 的 因素 指标 矩阵 为 
1200 1150 1000 
0.85 0.86 0.82 
1.50 1.20 1.20 
3500 3400 3000 
=] 820 800 750 
200 180 170 
0.56 0.52 0.55 
980 985 990 
经 专家 调查 可 得 各 因素 指标 的 重要 程度 模糊 集 为 
A = (0. 43 ,0. 56 ,0. 85 ,0. 48 ,0. 52 ,0. 68 ,0. 82 ,0. 64). 
试 分 别 用 加 权 相 对 偏差 距离 最 小 法 和 定量 指标 综合 决策 法 对 各 方案 进行 模糊 决策 . 
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第 9 章 模糊 线性 规划 


在 一 定 约束 条 件 下 求 目标 函数 的 极 值 问题 称 为 数学 规划 问题 . 普通 规划 问题 
的 约束 条 件 和 目标 函数 都 是 确定 的 . 然而 ,在 实际 问题 中 不 论 目标 函数 还 是 约束 条 
件 都 具有 不 同 程度 的 不 确定 性 . 这 样 就 要 用 模糊 集 的 工具 对 这 类 问题 进行 数学 处 
理 , 所 建立 的 数学 模型 就 是 模糊 规划 . 本 章 将 介绍 模糊 规划 问题 的 基本 概念 和 几 种 
最 优化 解法 . 


89.1 模糊 约束 条 件 下 的 极 值 问题 


9.1.1 模糊 极 大 集 


定义 9.1.1 设 U 是 论 域 ,4cU,f: 4R 为 U 上 的 一 个 有 界 实 值 函 数 , 令 
M = [x° |f(x*) = max f(x) | (9.1) 

EM 为 /在 4 上 的 条 件 优越 集 ,并 称 y” =f"), eMM, 为 1 在 A4 上 的 条 件 极 大 
值 . 

如 果 4 是 模糊 集 时 , 如何 确定 函数 /在 模糊 集 4 上 的 条 件 极 值 ? 为 此 ,首先 引 
A f 的 极 大 值 的 概念 . 

定义 9.1.2 设 f: UR 为 论 域 U 的 一 个 有 界 实 值 函数 ,引入 Mj,e F(U), 且 

Kx) - min f(y) 

max f(y) - min f(y)’ 
称 M, 为 了 的 无 条 件 模糊 优越 集 ,并 称 fO M.) e F(R) 为 的 无 条 件 模糊 极 大 值 . 其 
中 


M (x) = Vx e U (9.2) 


J(M,)(y) = sup M,(x), V ye R. (9.3) 

BR, fx) = max f(x) B}, M, (x) = 1; 384 f(x.) = min f(x) B}, M, (x) = 0; 

=4 f(x.) Sfx) T, M (x, ) >M,(x,). 因此,M, 反 映 了 在 模糊 的 意义 下 ,x 的 优越 
程度 . 

又 当 y, = max f(x) 时， f(M,)(y,) = up M,(x) = 1; 4 y, = min f(x) BJ , 


SMA) O) = gup M,(x) =0; 4 yef(X) E}, f(M,) (y) =0. 因此, f(M,) (y) E B 
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了 在 模糊 意义 下 , y 对 /的 模糊 极 大 值 的 隶属 程度 . 
91.2 ”对称 型 的 模糊 条 件 极 值 


定义 9.1.3 设 U 是 论 域 ,4e F(U) ,7 中 满足 条 件 
M(x*) = supM,(x) A A(x) (9.4) 


的 点 x' 称 为 在 模糊 约束 4 下 的 模糊 条 件 极 大 点 ,f(x" ) 称 为 /在 4 下 的 模糊 条 
件 极 大 值 . 

由 于 定义 9.1.3 把 目标 函数 /和 模糊 约束 4 同等 对 待 , 故 通常 把 这 种 求解 目 
标 函 数 /(x) 在 模糊 约束 4 下 的 条 件 极 值 的 规划 问题 称 为 对 称 型 模糊 规划 问题 . 其 

(1) 压 缩 映射 , 即 求 了 的 模糊 极 大 集 M 

(2) 模 糊 判 决 , 即 求 4j = M .nA; 

(3 ) 确 定 判 决 , 即 选择 x" ,使 4r(x”) = supAs(*). 


下 面 举 例 具体 说 明 上 述 求解 过 程 . 
例 9.1.1 在 研究 某 药物 对 一 种 疾病 的 疗效 时 ,得 到 如 下 事实 ,在 一 定量 的 药 
物 中 加 入 成 分 W 的 重量 服从 正 态 分 布 时 ,药物 的 疗效 为 
y = f(x) = e (%) 
但 成 分 WW 对 人 的 肝 、 肾 有 副作用 , 故 加 入 下 的 重量 应 受到 约束 ,该 约束 为 一 个 模糊 
集 4, 其 隶属 函数 为 


A) = 全 0=w<x=<1 
e 882 x > 1 
若 要 使 该 药物 对 疾病 的 疗效 显著 , 且 对 人 体 的 影响 最 小 ,试问 怎样 确定 加 人 成 分 W 
的 重量 ? 

解 ”根据 题 意 ,这 是 求 目标 函数 /( x) 在 模糊 约束 4 下 的 条 件 极 大 点 的 对 称 型 
模糊 规划 问题 . 

(1) 压 缩 映 射 . 由 y=f(x) 的 表达 式 可 知 max f=1,minf=0, 从 而 由 式 (9.2) 知 
M, 的 隶属 函数 为 

M,(x) = e VYxEe R.. 
(2 ) 模 糊 判 决 . 


{x-2)2 
et 0 =< <= x, 


AG) MND = |°, 
e , x > Xo 


其 中 因为 Mr(z) 与 4(xz) 的 交点 . 令 M(x) =A(%) 得 


-(x-2)2 -(x-1)? 
ez” -ee 1) 


即 
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(x-2)'=(x-1)° 
解 之 得 x。= 1. 5. 
(3 ) 确 定 判决 .因为 
supA,(x) =A,(1.5) =e 9:25 =0. 7788 =77. 88% 


所 以 ,由 最 大 素 属 度 原则 知 ,加 入 1.5 个 重量 单位 的 成 分 殉 ,疗效 最 佳 且 对 人 体 的 
影响 最 小 . 


9.1.3 ” 非 对 称 型 的 模糊 条 件 极 值 


如 果 把 目标 和 约束 看 成 不 同等 重要 的 ,可 以 用 加 权 的 方法 . 这 就 是 所 谓 的 非 对 
称 型 模糊 规划 . 
设 we[0,11, 记 
A,(x) =eM,(x) + (1 -w)A(x),YxeU 
其 中 ,为 M 的 权重 ,1 -为 4 的 权重 ,车 *" e URE A, (x`) = sup, (z) , 则 称 


点 ** 为 加 权 型 的 模糊 条 件 极 大 点 ,f(x” ) 称 为 加 权 型 的 模糊 条 件 极 大 值 . 
对 于 多 约束 4, ,4,,… ,4, 的 情况 ,可 以 采用 
A(x) =g(A (x) 42(z) ,A(x)) 
HFFR S foto f. 的 情况 , 先 求 出 模糊 目标 集 M, ,MM ,… M, WA H 
Mx) =h(M, (x) ,MG (x), M, (x)) 
其 中 , gh 都 是 综合 评判 函数 ,然后 ,对 4 和 M, 使 用 上 面 的 模型 . 


$9.2 模糊 线性 规划 


所 谓 模糊 线性 规划 是 指 目标 函数 为 线性 的 ,而 约束 条 件 为 “ 近 线 性 的 "模糊 规 
划 问 题 . 本 节 介 绍 解 模糊 线性 规划 问题 的 基本 步 又 与 方法 . 


普通 线性 规划 的 标准 形式 为 
max Z = ex (9.5) 
s. 1. [5 =b (9.6) 
x > 0 


其 通常 的 解法 是 单纯 形 法 , 当 变 量 数目 nm=2 时 也 可 以 用 图 解法 . 然而 ,在 实际 
间 题 中 ,有 时 约束 条 件 可 能 带 有 弹性 ;有 时 目标 函数 可 能 不 止 一 个 ,要 同时 使 几 个 
目标 函数 都 达到 最 大 往往 不 可 能 ,这 就 需要 提出 某 种 折 中 方案 ,使 各 目标 相对 地 
“ 极 大 ”. 这 些 过 程 可 以 采用 模糊 集 的 方法 进行 . 

德国 模糊 系统 专家 H. J. Zimmermann 首先 讨论 了 模糊 线性 规划 ,他 将 线性 规 
划 ( 单 目标 或 多 目标 ) 中 约束 条 件 或 目标 函数 模糊 化 ,引进 隶属 函数 ,从 而 导出 一 
个 新 的 线性 规划 问题 ,新 问题 的 最 优 解 称 为 原 问题 的 模糊 最 优 解 . 下面 介绍 单 目标 
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线性 规划 的 解法 . 
先 求 出 线性 规划 问题 (9. 5) 、(9. 6) 的 最 优 值 Z, ,然后 把 约束 条 件 (9.6) 模 糊 
化 ,写成 
全 = b (9.7) 
x >z 0 
HrhBA=(a;),.. x = (x, „ža, X) ,b= (b,b, , bn) ,c= (CARA TD 
“ 三 ”表示 一 种 弹性 约束 , 读 作 * 近 似 小 于 或 等 于 ”, 式 (9.7) 由 严 个 近似 不 等 式 


Y ax, =b, (i=1,2,.…,m) 
1 


组 成 . 设 


U= {x = (zx X.) |[xeR",r>0] 


对 每 个 Y ass 三 5, 对 应 地 有 0 中 的 一 个 模糊 子 集 D; ,其 隶属 函数 如 下 


1, > as < b, 
= 
[s _ 1 /< E 
D, (x) =/ (Dos = ab b, < Xa sh + d ¿= 1,2,,m 
0, Y as > b. + d, 


这 里 d, 宇 0(i=1,2,…,n) 是 适当 选择 的 伸缩 指标 .车 记 y，= 2 aso WAC) 的 
图 像 如 图 9. 1 所 示 . 


图 9.1 f(y;) 的 图 像 


令 D=DiND,Nn…nmpD,, 于 是 DD 可 以 代表 式 (9.7) 的 模糊 约束 集 , De F(U). 
特别 地 , 当 每 个 d. =0 (i=1,2,…,n) 时 ,D 就 退化 为 普通 的 约束 集 ， 
为 了 求 得 目标 函数 (9. 5) 在 模糊 约束 (9.7) 下 的 最 优 解 , 需 将 目标 函数 (9. 5) 
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转化 成 模糊 约束 条 件 


=Z 
对 应 地 应 在 U PEATA FU 是 模糊 目标 集 ) ,其 隶属 函数 可 以 取 为 
0, X, < zx 
F(x) TOE Lge - z), s < Yes <s + 4, 
1, $ cs > zo + do. 


其 中 , zo + 由 是 在 式 (9.6) 中 把 只 换 成 5 + d, 后 的 线性 规划 的 最 优 值 (这 样 ,d 是 
一 个 确定 的 数 )， 记 人。 = Y cx, ML z(y) 的 图 像 如 图 9. 2 所 示 . 


图 9.2 gn) E R 


为 了 兼顾 模糊 约束 集 D 和 模糊 目标 集 ,可 以 采用 B = DNF 作为 模糊 判决 
集 , 再 利用 最 大 素 属 度 原则 求 x ,使 B(x" ) =supD(x) F(x). N z” 就 是 目标 本 
数 在 模糊 约束 下 的 最 优 解 ,而 2”= cx ”就 是 目标 函数 的 最 优 值 . 
为 了 求解 模糊 线性 规划 问题 的 最 优 解 ,我们 首先 将 模糊 线性 规划 问题 转化 为 
普通 的 线性 规划 问题 ,具体 方法 如 下 . 
令 和 =D(x)AF(x), 则 求 x' 的 问题 转化 为 求解 如 下 线性 规划 问题 
max( A) 


(9.8) 
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用 单纯 形 法 解 式 (9.8) 可 得 最 优 解 A“ ,xi ,x l x, F 
xX” = (XX ,Xa ) 
则 显然 有 B(x* ) =supD(x)AF(x) =A", 所 以 x* 名 为 所 求 的 模糊 条 件 极 大 点 ， 
即 目标 函数 (9. 5 ) 在 模糊 约束 (9.7) 下 的 最 优 解 . 
下 面 举例 具体 说 明 上 述 求解 过 程 . 
例 9.2.1 求解 下 面 的 模糊 线性 规划 


maxZ = 2x, + x; 


x, + x, = 5 

s L -x + x, < 0 
6x, + 2x, = 21 
xi ,x, 2 0 

解 ”首先 由 单纯 形 法 解 得 相应 的 普通 线性 规划 
maxZ = 2X + x, 

x, + x, < 5 
-x + x, < 0 


s.l. 
6x, + 2x, < 21 


的 最 优 解 和 最 优 值 为 
xt") s1, xi? =2, Z=% 
根据 各 目标 重要 性 程度 不 同 ,主观 地 给 出 伸缩 性 指标 为 d, =1,d, =2,d =3, 
对 应 地 得 到 三 个 模糊 目标 集 D, ,DP, D, ,它们 的 隶属 函数 分 别 为 


1, x, + x, < 5 
D (x) = f(x + x,) = 1- TO ta 5), S <x +x S5+1 


0, x tx > 5 +1 


l, -x + x, < 0 
D,(x) = Á,(— x, + x.) = 1-7 +a), O <- x tx, <2 


0, -x + x, > 2 


1, 6x, + 2x, < 21 
D,(x) = f(6x + 2x,) = 41 - + (6m, +2x, ~ 21), 21 < 6x, +2x, < 21 + 3 


0, 6x, + 2x, > 2] +3 
HR  , 需 解 以 下 的 线性 规划 问题 
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maxZ = 2x, + x, 
x, + x, < 6 
-x + x, < 2 
s.t. 
6x, + 2x, < 24 
x, ,x, Z Ü 


1 
仍 用 单纯 形 法 解 之 得 最 大 值 为 Z, + d, =9 Ik, d, =9 - Z, =9 -2t = 


31 5 
4 4 
将 目标 函数 转化 为 模糊 约束 条 件 2a +m = ,对 应 的 模糊 目标 集 F 的 隶属 


函数 为 


31 
0, 2x, tx < — 

F(x) = g(2x, + x,) = 与 (2x + x, - D, a < 2x; + x; < 9 
1, 2x + x, > 9 


令 C=DinpDpinpsnP, 为 了 求 C(x*)=supC(x) =sup(D, (x) A Da (x) A 


D,(z) AF(x)) ,根据 式 (9.8) ,可 以 转化 为 求 下 列 普通 线性 规划 问题 
max( À ) 
1— (x, +x,- 5) > À 


1 -L(x +) => À 


2 
1 -本 (6 +2x, - 21) > À 
4 31 
— - —) > À 
5 (2a, + x z) 


Aà > 0,x, > 0,x, > 0 
用 单纯 形 法 解 上 述 线性 规划 问题 ,得 最 优 解 为 


. _ 23 „t-A aL 
1 g? 2 8 ”2 


从 而 对 应 的 目标 函数 的 最 优 值 为 2 =2x” + x; -É 


x 


89.3 多 目标 模糊 线性 规划 


在 解决 实际 问题 时 ,常常 会 遇 到 多 个 目标 函数 的 线性 规划 问题 . 一 般 来 说 ,要 
同时 使 多 个 目标 函数 都 达到 最 优 值 往往 是 困难 的 ,这 就 需要 用 某 种 折 中 的 方法 来 
处 理 , 使 每 个 目标 函数 都 达到 最 优 值 . 本 节 介 绍 由 德国 模糊 系统 专家 H. J. Zimmer- 
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mann 提出 的 一 种 将 多 目标 函数 模糊 化 的 方法 . 
考虑 多 目标 线性 规划 问题 
max Z = Cx 
t. 全 < (9.9) 
x 2 0 
其 中 Z =(Z ,DZ ,DZ ) WÑ Zi =cix, +cax, t+ tenXn(i=1,2,." ,7). 
首先 求 单 目 标 函 数 Z, 在 式 (9.9) 中 约束 条 件 下 的 最 优 值 


m 


Zi = max]Z, |z = 了 > cs Ax =<b,x >01](i = 1,2,- r). 
jTi 


对 每 个 最 优 值 Z; (i =1,2,…,r) ,适当 给 出 一 个 反映 各 目标 重要 性 程度 的 伸 
缩 性 指标 di(d, >0) ,d; 愈 小 ,目标 函数 Z, 就 愈 重要 . 相应 地 可 以 得 到 一 个 模糊 目 
标 集 F,, 其 隶属 函数 可 以 取 为 


0, >e < Z -d 
F (x) P = 1-4 [Z, Be) Z, -d < Yc < Z 
j= i j=1 i 
1 Y cx > Z 
=1 


#F=F NF, N NF,, U= r|Ax=b,r>0] 则 下 是 对 应 于 多 目标 函数 2 = 
Cx 模糊 化 后 的 模糊 目标 集 ,UV 是 对 应 于 约束 条件 4x <b,x 宇 0 HARE, k E U 
是 一 个 经 典 集合 . 
再 利用 最 大 隶属 度 原则 求 x” ,使 F(x*) =supF(x). 则 x “就 是 目标 函数 在 模 
糊 约束 下 的 最 优 解 ,而 Z”=Cx ”就 是 目标 函数 的 最 优 值 . 由 此 可 以 导出 一 个 新 的 
普通 线性 规划 问题 为 
max( À) 


A > 0,x, > 0,x, > 0,-- x, z 0 
用 单纯 形 法 解 可 以 求 出 上 述 线性 规划 问题 的 最 优 解 为 A a ,x7 2 
x` = (xi K U Na) Z° = Cx’ = ( > Cya; ， > cy x; s’ > c x; ) 
Ei] Ei 7=1 


则 x” 就 是 多 目标 线性 规划 问题 的 模糊 最 优 解 , 其 隶属 度 为 人 ,而 QZ RER 
(9.9) 的 最 优 值 . 


+ 
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下 面 举例 具体 说 明 上 述 求解 过 程 . 
例 9.3.1 求解 多 目标 线性 规划 问题 
Z, = 3x, + 11x, 
max; Z, = 8x, + 8x, 
Z, = 10x, + x, 
- 8x, + 11x, < 143 
8x, + lix, = 319 
13x, + 5x, < 351 
x i, x, > 0 
解 ”首先 用 单纯 形 法 求 出 式 中 每 个 目标 函数 在 约束 条 件 下 的 最 优 解 和 最 优 


值 
x) =11, xÍ) =21, Zr =264 


x) =22, xÍ?) =13, Z; =280 
x1 =27， x$? =0, Z; =270 
根据 各 目标 重要 性 程度 不 同 , 主 观 地 给 出 伸缩 性 指标 为 d, =85,d, =45,d = 


70 ,对 应 地 得 到 三 个 模糊 目标 集 F, ,让 , 忆 ,它们 的 隶属 函数 分 别 为 
0， 3x + llx, < 264 -85 = 179 


F(x) = g Bx, + llx,) = 41 -5064 - 3x, - lix,), 179 = 3x, +1lx, < 264 


1, 3x, + 11x, > 264 
0, Bx, + Bx, < 280 -45 = 235 


F(x) = g (8a + 8) = 11 - s 80 -sx ~ Bx,), 235 < gx, + Bx, < 280 
1， "Bx, + 8x, > 280 
0, 10x, + x, < 270 -70 = 200 
F,(z) = gs(10x, +x,) = 11 -元 (270 - 10r, —x,), 200 < 10x, +x, < 270 
1, 10x, + x, = 270 
@& F=F AFR AOF,, A =F (x) AF (x) AF, (x), i x` e U WE 
F(a" ) =supF(#) =sup( F, (2) AF, (x) AF, (2) ) 


则 求 * 的 问题 归结 为 如 下 线性 规划 问题 
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max( À ) 


1 

1 -gg (64 — 3x, = ln) > À 
1 

1 -zg — 8x, — 8x) = À 


1 
1 -而 (210 - 10x, — x,) 2 À 


-8x + llx, < 143 
8x, + llx, = 319 
13x, + 5x, < 351 
À > 0,x, Z 0,xzx, z: 0 
用 单纯 形 法 解 上 述 线性 规划 问题 ,得 最 优 解 为 =22,x; =13, 和 A”=0.353, 从 而 
a EMRAT AR A x* =(22,13) ,而 x "隶属 于 卫 的 隶属 度 为 
° =0.353 MR H tE SA RREA 
Z = (2Z ,27° zy 
= (cx + Cx? Cntr + cox Enx + Cya) 
= (3 x22 +11 x13,8 x22 + 8 x 13,10 x 22 + 13) 1 = (209 ,280,133) 
BH Z7? =209,Z/' =280,Z}" =233. 


$9.4 有 模糊 系数 的 线性 规划 


前 面 介 绍 了 单 昌 标 与 多 目标 带 有 模糊 约束 条 件 的 线性 规划 问题 . 本 节 考 虑 约 
束 条 件 中 带 有 模糊 系数 以 及 目标 函数 中 带 有 模糊 系数 的 规划 问题 . 为 此 ,首先 引进 
L-R 型 模糊 数 及 其 运算 . 


9.4.1 上 -RR 型 模糊 数 及 其 运算 


EKAR RR 上 的 函数 工 满足 :5(0) =1,L(x) =L( -x) ,上 在 [0,+%) 中 单调 
递减 , 则 称 工 为 参考 函数 .常用 的 参考 函数 有 : 


l-r’, 0 三 x 扫 1 
(1) L(x} =maxl0,1- |x| ?=41-(-x)"， -1<x<0 
0， 其 他 


I 
其 中 , p >0, 常 取 p = 方 ,1,2 等 


(2)L(x) =e" 其 中 ,p >0, 常 取 p =2. 
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(3) L(x) =; ,其 中 ,p >0, 常 取 p =1,2,3 等 . 


T | 
(4)L(x B A TPP] up p>0, 1 p=0 时 ,L(4) 称 为 点 态 函 数 
若 AeF(R),Vx,y,zeR 且 x<y<z 有 
A(y) min{A(x) ,4(z) | 
则 称 4 是 凸 模糊 集 . 称 R 上 的 一 个 凸 的 正规 模糊 集 为 模糊 数 . 一 个 模糊 数 M 称 为 
L- R 型 模糊 数 ,简称 了 上 - 尺 数 ,如 果 


L{ > = m,a > 0 
oo À (=) > m,a 


R(=) x z m,B > 0 


其 中 , L,R 都 是 参考 函数 , 称 上 为 左 枝 , R 为 右 枝 . m 为 主 值 ,ae,B 分 别 为 左 、 右 展 
JE. L-R ñi M = (ma,8) 约定 w=0 (sk B =0)BL,L( sË RRASA 
数 , 于 是 普通 实数 m 是 左 、 右 展 形 均 为 0 的 上 ~R 数 , 即 m = (m0 ,0) x. 
对 于 上 -R 数 , 其 运算 规定 如 下 . 
设 M=(m,a,B) N= (n,y,6) wr,P=(n,y,6)r, 则 定义 
(1) 加 法 M+N =(m+n,a +y,B +6) yr; 
(2) 纯 量 乘法 设 入 是 一 个 实数 ， 
(Am, Àa, AB), A>0 
AM = ; 
m. aa, Aap) a, À <0 
(392 M-P =M +(-P)=(m-n,a +y B +8); 
(4) 乘 法 1 - N= (mn ,my tna, mô + nB) rp“ =" &2R E 8 F, F Fl; 


m óm + an ym tem 


(5) Rap. [| a En) ， 其 中 ,nz0; 


n n 


(6)max,min max(M,N) =(mVn,a Ay BV 6), 


min(M,N) =(mAn,aVy,BA8); 
(7)<,C M=<Nem=<sn,az>y,B<s68;MCNem+B=n- 65k M =N. 


以 下 为 方便 计 , 将 上 -RR 数 记 为 从 = (m,m,m). 一 个 矩阵 , 若 每 个 元 素 都 是 工 - 


， 称 该 矩阵 为 工 - 尺 矩阵 , 记 为 4 = (a). 有 关 普 通 矩 阵 的 记号 .运算 及 顺序 的 
EATR #J L- R EBE E 3. 借助 这 些 概 念 ,可 以 讨论 带 有 模糊 系数 的 线性 
规划 问题 . 


9.4.2 约束 带 有 模糊 系数 的 线性 规划 模型 
考察 如 下 问题 
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+ ~ ~ 


HPR = (a)na L- RAER, = (x, x.) C= (6.6, e) b = (b, 
b... Ü.) IA L - R 向 量 . 
由 于 x>0, 按 纯 量 乘法 定义 ，G ,zx 也 是 工 -尽数 ,由 六 = (a,a;,a,) wn 可知 


= gi 名 gi = 
记 
A=(a) nA = (a), A = Ca) nb = Cbi, bas bn) ,b= (b,b, 
bD b= (b pba, b.) 
则 有 


Ay < PeAx <s b, Ar>b, Ar=<b 


这 样 ,规划 问题 (9. 10) 就 等 价 于 下 面 3m 个 线性 不 等 式 约束 的 普通 线性 规划 问题 


max Z = cx 
(9.11) 


下 面 举例 具体 说 明 上 述 求解 过 程 . 
例 9.4.1 设 某 人 运送 甲乙 两 种 产品 , 甲 种 产品 每 包 重 “6 斤 左 右 ” ,价值 20 
元 ; 乙 种 产品 每 包 “ 大 约 2 斤 ” 重 ,价值 10 元 ;此 人 一 次 最 多 能 拿 “21 斤 左右 ” ,并 希 
望 拿 的 产品 总 价值 最 大 ,试问 甲 . 乙 两 种 产品 应 各 拿 多 少 包 ? 
解 ” 设 此 人 拿 甲乙 产品 分 别 为 x 包 与 x, 包 , 则 问题 可 以 归结 为 解 如 下 约束 
带 有 模糊 系数 的 线性 规划 问题 
max Z = 20x + 10x, 


其 中 ,6 = (6,0,1) 2 = (2,1,1) 21 = (21,1,5)jx 按 式 (9.11) 知 上 述 问 题 等 价 
于 如 下 普通 线性 规划 问题 
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max Z = 20x, + 10x, 
6x, + 2x, < 21 
x, 2 1 

std? 
x, + x, < 5 


x, > 0,x, z 0 


. ` . 0 
用 单纯 形 法 得 最 优 解 为 xz -H a = 六 ,最 优 值 z = =77.5. 


如 果 允 许 将 货物 包 拆 开 , 则 此 人 可 以 携带 货物 甲 字 包 ， 乙 字 包 , 总 价值 达 77.5 


元 . 如 果 货物 必须 拿 整 包 , 则 需 限 制 x, ,x 取 整 数 ,也 即 用 整数 规划 方法 求解 . 结果 
应 取 货 甲 2 包 , 乙 2 包 (或 甲 3 包 , 乙 1 包 ) ,总 价值 达 70 元 . 


9.43 目标 带 有 模糊 系数 的 线性 规划 
考察 如 下 规划 问题 


一 -一 = ~ 
max Z = cx 
Ac < b 
s. Í D (9.12) 
x > 0 
~ ~ ~ ~ T ~ ~ ` 
其 中 „Å = (aj) mxn X = CAET T , C = (ci,cy, U, e, ) |, cX = (cx, C23, "5 
PE 
_ n n . o _ 
H +e; =(c,,c;, C.) a HCX = ( cixi > EADY ca x = (cx,ex, ex) a. 其中， 
i=l i=1 i=l 
T 
c = (cc cv) , c = (cc Co) , c = (cl ca ,Cs) . 


HH max fJ EART A(O. 12) 等 价 于 下 述 三 个 目标 的 线性 规划 问题 
max Z = cx 
min Z = cx 
max Z = cx (9.13) 
s.t. Ax < b 
x > 0 
对 式 (9. 13 ) 可 以 利用 上 节 中 多 目标 线性 规划 的 方法 求 出 模糊 最 优 解 ,此 解 作为 问 
题 (9. 12) 的 近似 模糊 最 优 解 . 
例 9.4.2 解 如 下 的 目标 带 有 模糊 系数 的 模糊 线性 规划 问题 . 
max Ž = 0x, + Íðx, 
s. L 全 +2x < 21 


x, ,x, 2 0 
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其 中 20 = (20,3,4), 10 = (10,2,1) ,x. 


解 ”此 问题 近似 等 价 于 如 下 问题 
max Z = 20x, + 10x, 


min Z = 3x + 2x, 

max Z = 4x, + 1x, 
s.t. 6x, + 2x, < 21 
xi, x, 之 0 


分 别 对 每 个 目标 在 所 给 约束 下 求 出 最 优 解 得 
xi =0, x) =10.5, Z =105._JkBF,Z=21, Z =10.5. 


x =0， x =0， Z =0. 此 时 ,Z =0， Z =0. 
x) =3.5, x) = 0, Z =14. 此 时 ,Z =70, Z =10. 5. 
主观 地 给 出 伸缩 性 指标 为 由 =5,d, =20,d, =4, 对 应 地 得 到 三 个 模糊 目标 集 M, 


MM,,M, ,它们 的 隶属 函数 分 别 为 

0, 20x, + 10x, < 100 
M, (x) = g, (20x, + 10x,) = d1 -二 (105 -20x，- 10%,), 100 < 20x, + 10x, < 105 
20x, + 10x, = 105 


3x, +2x, > 20 


1, 
0, 
M,(x) = g, (3x, +24) = 有 -Bn +2x,), 0 < 3x, +2x, < 20 


1, 3x + 2x, < 0 


0, 4x, + x, < 10 
1 
M,(x) = g,(4x, +x,) = 41 -704 -4x -x,), 10 = 4x, tx, <14 


4x, + x, > 14 


1 
令 M =M, AM, nM, , 则 问题 归结 为 如 下 线性 规划 问题 
max( À ) 


1 -于 (105 - 20x, - 10x,) > A 


1 
1 -gn +2x,) > À 
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即 

max( À ) 

20x, + 10x, - 5A = 100 

3x, + 2x, + 20A = 20 

4x, + x, 一 4A 10 

6x, + 2x, < 21 

A<l,x > 0,x, > Ü 
用 单纯 形 法 解 上 述 线性 规划 问题 ,得 最 优 解 为 

xz” =0.488, xy =9.035, A" =0.022. 
相应 地 有 Z* =100.11,Z" =19. 534,2”=10.987. 于 是 得 近似 的 模糊 最 优 值 为 
Z* =(100.11 ,19. 534 ,10. 987) ,x. 
需要 注意 的 是 在 主观 给 出 伸缩 指标 d, ,d, ,d, 后 ,可 能 导出 线性 规划 问题 的 约 

东区 域 为 空 集 , 这 时 没有 最 优 解 . 这 就 需要 适 当 调整 伸缩 指标 ,以 保证 最 优 解 存在 . 


习 题 9 
1 -bx 2 
axe ， 0<x=<— 
0, 其 他 
CD 给 出 4= [2725] R tE A 上 的 模 灶 优 越 集 及 模糊 极 大 值 


(2) 给 出 ,4=e ”eeF(R), 求 /在 4 上 的 模糊 优越 集 及 模糊 极 大 值 . 
2. 某 伞 厂 经 市 场 预测 发 现 , 伞 的 直径 x 与 效益 f(x) 有 如 下 关系 


Ka) = 全 50 < x < 100 


0, 其 他 . 
已 知 该 厂 适 合 于 生产 各 种 直径 的 伞 的 条 件 是 一 个 模糊 集 4, 其 隶属 函数 为 
1, 0 < x < 60 
A(x) = | I 
— T, z > 60. 
1 + (x — 60) 
(1) 试 求 /的 模糊 优越 集 M; 


(2) 试 用 对 称 型 模糊 规划 求 最 佳 投放 量 x*; 

(3) 若 对 Mr 和 4 的 权重 分 别 为 0.4 和 0.6, 试 求 此 时 最 佳 投放 量 x*. 

3. 甲 机 械 每 工时 耗费 (维修 .折旧 等 )3 元 , 获 净利 7 元 ,每 月 能 运行 400 ~410 
个 工时 ; 乙 机 械 每 工时 耗费 2 元 , 获 净 利 3 元 ,每 月 能 运行 250 ~ 255 个 工时 ; 甲 、 乙 
两 机 械 每 月 总 耗费 要 求 不 超过 1500 ~ 1550 元 . 试问 应 如 何 安排 两 机 械 运行 可 以 获 
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最 大 利润 ? 
4. 求解 下 列 多 目标 线性 规划 
ñ = x, + 2x; 
max 
Z, = 3x — x, 
3x, + 2x, < 18 
+ + 4x, < 18. 
x, x, z Ü 
5. 解 下 列 模糊 线性 规划 问题 
max Z =2.Sx + 1. 5x, 
3x, + x, < 10 
s. t. Ë + 2x, < 12. 


Xit, Z 0 


设 ”<10” 和 “<12” 的 收缩 性 指标 分 别 为 0.3 和 0. 2. 
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粗糙 集 理论 是 波兰 数学 家 Z. Pawlak 于 20 世纪 80 年 代 提 出 的 一 种 处 理 不 精 
确 、 不 确定 与 不 完全 数据 的 新 的 数学 理论 . 这 套 理论 认为 如 果 将 自然 界 离散 表示 的 
对 象 集 设 为 局, 那么 人 们 所 具有 的 关于 忌 的 认识 能 力 或 称 为 知识 就 是 人 们 对 U K 
划分 或 分 类 能 力 . 粗糙 集 理 论 首创 将 知识 与 分 类 联系 起 来 ,并 通过 概念 知识 库 K = 
(7,R) 给 粗糙 集 理 论 一 个 很 好 的 纯 数 学 理论 和 方法 的 依托 . 

模糊 集 理论 也 是 处 理 不 确定 性 问题 的 有 效 数学 工具 ,由 于 这 两 种 理论 研究 的 
对 象 , 研 究 的 方法 既 有 区 别 又 有 联系 ,因此 将 这 两 种 理论 进行 某 种 “整合 "后 去 处 
理 不 确定 性 问题 一 直 是 相关 研究 者 比较 关注 的 课题 . 1996 年 , Dubois 和 Prade 首先 
提出 了 模糊 粗糙 集 的 概念 , 自 其 提出 后 ,模糊 粗糙 集 在 理论 和 实际 应 用 上 都 取得 了 
巨大 的 发 展 . 

本 章 分 四 节 分 别 讨 论 了 Pawak 粗糙 集 理 论 的 基本 概念 ,信息 系统 的 属性 约 简 
与 知识 获取 ,模糊 粗糙 集 的 基本 理论 和 模糊 信息 系统 的 属性 约 简 . 


810.1 粗糙 集 理 论 的 基本 概念 


10.1.1 粗糙 集 的 基本 概念 


i U 为 非 空 有 限 集 ,R 为 了 上 的 二 元 等 价 关 系 , 序 对 ( 避 ,RD) 称 为 近似 空间 . 在 
等 价 关 系 R 下 对 数据 集合 U 的 划分 , 称 为 知识 UR. U 上 的 一 簇 划分 称 为 关于 U 
的 知识 库 . ACU, REX VU 上 的 两 个 一 元 算 子 . 

定义 10.1.1 设 (U,R) 为 近似 空间 . 

RX = |a e U|[a], S XI (10.1) 
RX = |a e U|[a], NX Ø} (10.2) 
分 别称 之 为 X 关 于 RR 的 下 近似 和 上 近似 . 

在 近似 空间 (U,R) 中 ,UV 中 的 每 个 等 价 类 [a1i( Va e 0) 称 为 基本 集 或 原子 
集 ,任意 有 限 多 个 基本 集 的 并 称 为 可 定义 集 . 

下 近似 、 上 近似 也 可 以 用 下 面 的 等 式 表达 

RX =U |Y e U/R| Y C X| (10.3) 
RX =U |Ye U/R|Yn XZ Ø| (10.4) 
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集合 bn (X) = RX - RX H X W R WRR; pos, (X) = RX PH X R ER; 
neg, (X) = 已-RX 称 为 工 的 尺 负 域 . 显然 RX = pos, (X) Ubn, (X). 

RX sË pos, ( X) 是 由 那些 根据 知识 RR 判断 肯定 属于 X 的 U 中 元 素 组 成 的 集 
合 ;RX 是 那些 根据 知识 RR 判断 可 能 属于 XX 的 UV 中 元 素 组 成 的 集合 ;bns(X) 是 那 
些 根据 知识 R 既 不 能 判断 肯定 属于 XX 又 不 能 判断 肯定 不 属于 的 UV 中 元 素 组 成 
HRS nege (X) 是 那些 根据 知识 R 判断 肯定 不 属于 X 的 U 中 元 素 组 成 的 集合 . 

定理 10. 1.1 (1)X 为 RR 可 定义 集 当 且 仅 当 RX = RX. 

(2)X X R HAE H H M HRX = RX. 

我 们 也 可 以 将 RX 描述 为 中 的 最 大 可 定义 集 , 将 RX 描述 为 含有 的 最 小 可 
定义 集 . 

例 10.1.1 设 U= x, ,Xi ,X33,X4 X5, XX7, x 等 价 类 DUAR = | |x, Xa xs], 


{x2 ,xs ,x7) , |x| xc 
É) X = {x ,x4 ,Xx)1 ,X, = |x, ,xs| 则 有 
R(X) =Ø 
R(X,) = X], Xa, Xas Xs ,X7 Xs | 
R(X,) =Ø 
R(X,) = {Xi , Xz, X4, X5 X7, Xg] 


R(X U X,) = {x ,x ,Xs | 
R(X, UX,) =lx,,x,,X,,X,,X; ,Xe | 
显然 ,X,,X, H R B E. 
集合 (范畴 ) 的 不 确定 性 是 由 于 边界 域 的 存在 而 引起 的 . 集合 的 边界 域 越 大 ， 
其 精确 性 则 越 低 , 为 了 更 准确 地 表达 这 一 点 ,我 们 引入 精度 的 概念 . 由 等 价 关系 R 
定义 的 集合 对 的 近似 精度 为 
| RX | 


a (X) = -一 (10.5) 
| RX | 
其 中 X 关 他, | X| 表示 集合 XX 的 基数 . 如 果 革 = @ ,可 以 定义 a (X) =1. 
an(X) 表 示 我 们 获得 关于 集合 的 知识 是 否 完全 的 程度 . 显然 ,0 三 ax(X) < 
1. 当 an(X) =1 时 , 匀 的 RR 边界 域 为 空 集 ,集合 和 为 RR 可 定义 的 ; 当 a (X) <1 
时 ,集合 X 有 非 空 R 边界 域 REXA RAR. 
类 似 近 似 精 度 ,我 们 令 
p (X) = 1 - ax ( X) (10.6) 
pr( 久 ) 表 示 我 们 获得 关于 集合 的 知识 的 不 完全 的 程度 , 即 ps(X) 称 为 X 的 R 粗 
a Fe. 
下 面 介 绍 关于 R 下 近似 集 和 上 近似 集 的 一 些 基本 性 质 . 
定理 10. 1.2 
(1)RXCXCRX; (2) RØ =RØ = @,RU = RU = U; 
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(3)R(XUY) = RXU RY; (4)R(XNY) = RENRY; 
(5)XC Y=RXC RY;  (6)XCYƏ—ƏRXCRY; 
(7)R(XUY)ƏRXURY; (8)R(XNY) C RXn RY; 
(9)R( ~X) = - RX; (10)R( ~X) = ~RX; 


(11)R(RX) =R(RX) =RX; (12)R(RX) = R(RX) = RX. 

证 阴 

(1)@ 若 xe RX, 则 [x]nsCX, 但 xe[x]n, 所 以 xeX, 因 此 RX C X. 

Dit xe X,MJ[ z], X> Ø, PTV xe RX, 因 此 XCRX. 

(2)OA (1) 30IR@ C 条 ,并 且 空 集 包 含 于 任意 集合 中 ,所 以 RG =Ø. 

名 假设 RG = @ ,存在 x, 使 得 x*e RØ, Air] NDAD, m [x], n @ = @, 
与 假设 矛盾 . 因此 ,RG =Ø. 

国 由 (1) 知 ,RUCU. 又 因为 当 xeU 时 ,有 [xjrSU, 所 以 xeRU, 即 UCRU， 
因此 ,RU= U. 

国 由 (1) 知 ,RUV2D, 但 是 RUED, 因 此 RU = U. 

(3)xeR(XUY)e[x], n (XUY) =#>@=([x], n X)U([x], RY) = De 
[x] AXA @ V [x], AYA Ø x = RX V x e RYesx e RXU RY 
因此 R(XUY) = RXU RY. 

(4)]xe R(XnY)e[x],SXnYe [x], SXA [x] SYex e RXñn RY 
因此 ,R(XNY) = RXD RY. o 

(5) 设 XCY, 则 XNMY=X, 所 以 RCXNY) = RX. 由 (4) 知 ,RXNMRY=RX, 因 此 
RXC RY. 

(6) 设 XCY, 则 XUY=Y 了 ,所 以 R(XUY) = RY. 由 (3) 知 ,RXU RY = RY, 因 此 
RX C RY. 

(7) 因 为 XEXUY,YCXUY, 所 以 RXCR(XUY) ,RYC R(XUY) , 故 

RXURYCR(XUY). 
(8) 因 为 XNYCX,XNYCY, 所 以 R(XNY) CRX,R(XNY) C RY, 
R(XNY) € RXn RY. 

(9) xe R(X) HRAL] CX 4 BAR 4[x], N - X = @ 4 B fN 4 x e 
R( -X) MHAM xe ~R( ~X), 所 以 R(X) = = R( ~X). 

(10) 用 ~ 了 去 蔡 换 (10) PHI X, IRAR) = -R( ~X). 

(11)@ 从 (1) 可 知 R(RX) C RX, 现 要 证 明 RXC R(RX), Vxe RX, Wx] S X, 
所 以 R([x]s) SRX, 但 是 R([x]n) =lx],,BrAlz] S R(X),B z e R( RX) , Bl 
RXC R(RX) , 故 RCRX) = RX. 

@@ 由 (1) 知 ,RXCR(RX) , 现 要 证 明 RX2R(RX), VxeR(RX) 则 [s] NRX . 
闫 人 2, 即 存在 ye [x]s 和 ye RX, 所 以 [y]sCX, 但 [y]s =[x], 所 以 [x]s SX, 并 
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Hre RX, HLARXDR(RX) , 即 RX = R( RX). 

(12) CGO 3.RXCR(RX), X xe R(RX) H, Alx] D RX = @. 因此 存 
# ye[x], 且 yeRX, 所 以 [ynX 关 站. 但 [y] =x] AAL] NXA, Bl! 
xe RX iX ESE IRXƏR(RX). WkR(RX) = RX. 

@ 由 (1) 知 , R(RX) CRX. X 4 xe RX 时 ,有 [x]saNnXz@, 所 以 [x1s C RX, 
BI xe R( RX) ,这 样 就 有 R(RX) DRX, h R(RX) = RX. 

性 质 (7) 和 性 质 (8) 非 常 重要 ,这 两 个 性 质 说 明 交 集 的 上 近似 不 等 于 上 近似 的 
交 ; 同 样 并 集 的 下 近似 不 等 于 下 近似 的 并 . 性质 (9) 和 性 质 (10) 也 很 重要 ,这 两 个 
性 质 描述 了 集合 的 下 近似 和 上 近似 之 间 的 补 集 的 关系 . 


10.1.2 知识 约 简 的 基本 概念 


知识 约 简 是 粗糙 集 理论 的 核心 内 容 之 一 众所周知 ,知识 库 中 的 知识 并 不 是 同 
等 重要 的 ,甚至 其 中 某 些 知识 是 完 余 的 . 所 谓 知识 约 简 ,就 是 在 保持 知识 库 分 类 能 
力 不 变 的 条 件 下 ,删除 其 中 不 相关 或 不 重要 的 知识 . 

定义 10.1.2 设 . 多 是 一 个 等 价 关 系 族 ,re 多, 如 果 INDA) = IND(.2 - 
(ri) WE r 在 多 中 是 可 被 约 去 的 知识 ;否则 称 为 不 可 被 约 去 的 知识 ,其 中 
IND( Æ) = ,有 

定义 10.1.3 如 果 Yre 史 是 史 中 不 可 约 去 的 , 则 等 价 关 系 族 22 是 独立 的 ; 
否则 2 是 相关 的 . 如 果 P=. 史 -ri 是 独立 的 , 则 P 是 . 儿 中 的 一 个 约 简 . 

定义 10.1.4 .多 中 所 有 不 可 约 去 的 关系 称 为 核 ,由 所 有 核 构成 的 集合 称 为 
R 的 核 集 , 记 成 CORE( 2). 

定理 10.1.3 WR 男 是 独立 的 并 且 PCA, I P EH. 

证 明 用 反 证 法 . 设 PE 罗 且 已 是 相关 的 , 则 存在 SSEP 使 得 IND(3S) = 
IND(P) ,其 中 S 是 独立 的 ,这 意味 着 IND(SU (.% - P)) = IND(.2) , HA S U 
CR-P)CR TII . 罗 是 相关 的 ,与 假设 矛盾 . 

定理 10.1.4 CORE( 2) = n RED(.2). 其 中 RED(. 史 ) 是 . 罗 的 所 有 约 简 族 . 

IA 如 果 己 是 .多 的 一 个 约 简 , 并 且 re 罗 -PirenmniPp:PesRED( 罗 )| , 则 
IND( A) =IND(P) ,由 于 PE. 多 -1{rE 罗 ,所 以 REMA. 如 果 2 P Q 都 是 
等 价 关 系 的 集合 , 且 PECSE 罗 ,所 以 及 是 相关 的 ,由 定理 10.1.3 可 知 Q 是 相关 
的 ,所 以 IND (Q) =IND( P). Ë Q =P - {r}, MJ r e CORE (2), Br 1 
CORE(Z2)C n [lP: Pe RED A)|; BHM, i re CORE( .Z) , 则 r 在 . 罗 中 是 过 
剩 的 ,这 就 意味 着 IND(.Z) =IND(.ZZ — fr) , 则 存在 一 个 独立 子 集 $, 使 得 SC % 
-fr 入 所 以 ,IND(S) =IND(.22) ,显然 3 是 . 罗 的 一 个 约 简 , 所 以 re&nmfiP:PeRED 
(. 史 )1. 于 是 有 CORE(.2) DƏ n [P: Pe RED(.Z2) 1. 

在 应 用 中 ,一 个 分 类 相对 于 另 一 个 分 类 的 关系 十 分 重要 ,因此 我 们 将 介绍 知识 
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的 相对 约 简 和 相对 核 的 概念 . 首先 给 出 一 个 分 类 相对 于 另 一 个 分 类 的 正 域 . 
令 P 和 0 为 U 中 的 等 价 关 系 ,Q HI PIERRA pos, (Q), Bp 


pos, ( Q) = U Px (10.7) 


0 WJ P ERE U 中 所 有 根据 分 类 UAP 的 信息 可 以 准确 地 划分 到 关系 Q 的 等 价 类 
中 去 的 对 象 集合 . 

定义 10.1.5 设 P 和 0 都 是 等 价 关系 族 , 如 果 poss(Q) =pos ir (Q), 
称 ReP 是 P 上 0Q- 可 约 去 的 ;否则 RR 是 P 上 0Q -不 可 约 的 . 

定义 10.1.6 如 果 P 上 的 每 个 等 价 关系 R 都 是 0 -不 可 约 的 , 则 称 已 是 @ - 
独立 的 或 P 关 于 0 是 独立 的 . 

定义 10.1.7 所 有 已 中 0- 不 可 约 去 的 等 价 关系 的 集合 被 称 为 尸 的 &- 核 ， 
记 为 CORE,(P). 

定理 10.1.5 等 价 关 系 族 SCP 是 P 的 0- 约 简 , 当 且 仅 当 5 是 P 的 Q- 独 
立 子 族 并 且 posp (Q) = pos; (Q). 

定理 10.1.6 CORE,(P) = mRED。o(P), 其 中 RED。(P) 是 已 中 的 所 有 Q- 
约 简 族 . 


810.2 信息 系统 的 属性 约 简 与 知识 获取 


人 之 所 以 有 智能 行为 是 因为 人 有 知识 . 要 让 机 器 具有 智能 行为 的 能 力 ,就 必须 
让 机 器 具有 相应 的 知识 ,机 器 需要 以 人 的 知识 作为 其 工作 基础 . 知识 表示 就 是 要 研 
究 用 机 器 表示 知识 的 可 行 的 有效 的 .通用 的 原则 和 方法 . 本 节 中 ,我 们 介绍 一 种 基 
于 信息 表 的 知识 表达 形式 ,这 是 Rough 集 理 论 中 对 知识 进行 表达 和 处 理 的 基本 工 
具 


定义 10.2.1 称 四 元 组 $=(U,A,V,) 为 一 个 信息 系统 (知识 表达 系统 ) ,其 
中 为 对 象 集 , 即 U = {x ,x,,… ,x,1 .0 中 的 每 个 x,(i<n) , 称 为 一 个 对 象 .而 4 
为 属性 集 , 即 4 = |a a, an) A 中 的 每 个 aj(j<m) , 称 为 一 个 属性 .为 U 和 4 
的 关系 集 , 即 记 = |f:js mi. 其 中 fi UV(j<m) ,VV 为 属性 a 的 值 域 ,V = |V, 
V,,= V. 1. 

信息 系统 的 数据 以 关系 表 的 形式 表示 . 关系 表 的 行 对 应 要 研究 的 对 象 , 列 对 应 
对 象 的 属性 ,对 象 的 信息 是 通过 指定 对 象 的 各 属性 值 来 表达 的 . 

显然 ,信息 表 或 决策 表 的 每 个 属性 都 对 应 一 个 等 价 关系 ,一 个 表 可 以 看 做 是 定 
义 的 一 族 等 价 关 系 , 即 知识 库 . 那么 可 以 利用 粗糙 集 的 知识 约 简 转化 为 属性 约 简 . 

例 10.2.1 表 10.1 给 出 了 一 个 关于 玩具 积木 的 信息 表 . 

我 们 将 玩具 积木 按照 颜色 、 形 状 和 大 小 可 以 分 别 进行 如 下 分 类 ,得 到 有 关 玩 具 
积木 的 概念 知识 . 
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表 10.1 
样本 集 颜色 ( R.) JE3R(R,) 大 小 (RR,) 
Xl | Red Round Small 
x, | Blue Square Large 
- | 
x; Red Triangula m Small 
r = 
Xa Blue Triangular Small 
T 
x; E Yellow Round Small 
= 
Xç | Yellow Square Small 
十 
x; | Red 1 Triangular Large 
xs | Yellow Triangular | Large 


这 里 ,信息 表 中 所 包含 的 属性 集 只 有 对 对 象 ( 积 木 ) 进 行 描述 的 属性 . 

我 们 在 处 理 实际 问题 时 ,有 一 类 特殊 且 重 要 的 信息 表 一 一 决策 表 . 多 数 决 策 问 
题 都 可 以 用 决策 表 形 式 来 表达 ,这 一 工具 在 决策 应 用 中 起 着 重要 的 作用 . 

决策 表 可 以 根据 信息 系统 定义 如 下 . 

定义 10.2.2 一 个 决策 表 是 一 个 信息 系统 S$S=(U,4,V, 有 , 4=CUD,CN 
D = 是 属性 集合 , 子 集 C 和 分 别称 为 条 件 属性 集 和 决策 属性 集 . 

例 10.2.2 一 个 关于 某 些 病人 的 决策 表 如 表 10.2 所 示 . 其 中 U = 1 el ,e,,，…， 
es| ,C= {头痛 ,肌肉 痛 , 体 温 |, D = [流感 上 


表 10.2 
属性 条 件 属性 决策 属性 
病人 头痛 | mag | m 流感 
en 是 上 是 正常 E 
e, | Æ - 是 | E | 是 
z, 是 是 s 是 
e, L E = 是 4 正常 | E 
e; 否 | 再 高 f Pa 
z 否 是 | æ E 
€ | 否 E | 高 是 
eg T 是 很 高 否 
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令 C, = 头痛 , C, = 肌肉 痛 ,C; = 体温, 则 各 种 属性 的 分 类 情况 为 


DAC 1] = |{{e ,ee ,.1e,,es,es,ez ell 

U/{C,} = {|e ,e,,es,ea es es| lee 

U/{Cs} = |le.,elle,,es,e l ,1e,,es,esll 

U/{C,,C,} = {1e,e,es) lee,es el eye 

U/C CG} = 和 efe {e}, ie], {ec,esl ,lee 
U/|C,,C,} ={]e e}, le ,leeces le er 
U/{C} = | le le}, eye .les,e l yes er 
U/|D] ={{e,,es,es,er}, 16 er 6s 6811 


因为 pese(D) = {e,,€,,63,64} ,而 
posie- ien (D) = le, ez es] # pose ( D) 
posce- ie) (D) = fe, ex ,es e, À = pose ( D) 
POS¿c. an (D) = Ø #pos( D) 
postc_icucl (D) = fe, ,e | #posc( D) 
Posec - cc (D) = Ø #posc( D) 
所 以 C 的 DD 约 简 为 C-1C,1 = |C}, CH DHI, CG]. 
决策 表 属 性 约 简 的 过 程 ,就 是 从 决策 表 系 统 的 条 件 属 性 中 去 掉 不 必要 的 条 件 
属性 ,从 而 分 析 所 得 约 简 中 的 条 件 属性 对 于 决策 属性 的 决策 规则 . 
下 面 ,具体 介绍 几 种 决策 表 属性 约 简 的 算法 . 这 里 , 设 原始 决策 表 的 条 件 属性 
集合 为 P= 1a,1i=1,2,… ,nj ,决策 属性 集合 为 D = |d}. 
1. 一 般 约 简 算法 
对 于 决策 表 中 的 每 一 个 条 件 属性 a; ,进行 如 下 过 程 ,直至 条 件 属性 集合 不 再 发 
生变 化 为 止 . 如 果 删 除 该 属性 a, 使 得 posu. i, (D) = posp(D), 则 说 明 属 性 a; 是 
相对 于 决策 属性 d 不 必要 的 ,从 决策 表 中 删除 属性 a, 所 在 列 并 将 重复 地 进行 合 
并 ; 否则 ,说 明 属 性 a, 是 相对 于 决策 属性 d 必要 的 ,不 能 删除 . 
上 述 算法 ,能 够 得 到 决策 表 的 一 个 属性 约 简 结 果 ,但 不 一 定 能 够 得 到 一 个 满意 
的 属性 约 简 结 果 . 并 且 该 算法 所 需要 的 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 都 很 高 ,是 个 
NP-hard 问 题 ,所 以 实际 计算 属性 约 简 的 时 候 , 往 往 采 用 某 种 启发 式 的 算法 . 
2. 基于 区 分 纸 阵 和 示 辑 运算 的 属性 约 简 算 法 
利用 区 分 矩阵 来 表达 知识 有 许多 的 优点 ,特别 是 该 方法 能 容易 地 计算 约 简 和 
核 . 
定义 10.2.3 令 决 策 表 系统 为 $= (UVU,CUD,V,/), 子 集 C= lasli=1,2,…， 
m| 和 D=|1di 分 别称 为 条 件 属性 集 和 决策 属性 集 ,U = {x ,x,,…,x,| 是 论 域 ， 
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a, (zx ) 是 样本 z. 在 属性 a, 上 的 取 值 ，Cs(i,j) 表示 区 分 矩阵 中 第 i 行 .第 j 列 的 元 

素 , 则 区 分 矩阵 C, 定义 为 

x |a, e C A a,(x,) # a,(x;) ] d(xi) 天 d(x;); 
d(xi) = d(x). 


Coli,) = (10.8) 
HP i j=1,2, n. 

TIR, KAER E — 4 f R fA ER ITER WJ SB E , fE 28 R X A EB RE M BJ 8 , H qu S= 
考虑 其 上 三 角 ( 或 下 三 角 ) 部 分 就 可 以 了 . 

第 1 步 计算 决策 表 的 区 分 矩阵 C, ; 

第 2 步 对 于 区 分 矩阵 中 的 所 有 取 值 为 非 空 集合 的 元 素 C (Cy¥0,C;¥ 名 )， 
建立 相应 的 析 取 逻辑 表达 式 L; = V0 

第 3 步 “将 所 有 的 析 取 有 逻辑 表达 式 4, 进行 合 取 运 算 , 得 一 个 合 取 范式 L, Bl 
L= 


Cy#0,Ci¥ Ø 
第 4 步 ” 将 合 取 范式 上 转换 为 析 取 范式 的 形式 ,得 人 = V L; 

第 5 步 ”输出 约 简 结果 . 

析 取 范式 中 的 每 个 合 取 项 对 应 一 个 属性 约 简 的 结果 ,每 个 合 取 项 中 所 包含 的 
属性 组 成 约 简 后 的 条 件 属性 集合 

例 10.2.3 考虑 表 10.3 给 出 的 决策 表 . 这 里 C = [a,b,c|,D = dj. 决策 表 
10. 3 对 应 的 区 分 矩阵 如 下 


` 
y? 


进而 可 以 得 到 12 个 析 取 逻辑 表达 式 
L, =a; L. =a; La=aVb; L,=aVbVe 
L, =aVb; Ls=bVe; L, =aVbVe 
La =aVb; L,=bVe; Le =aVbVe 
L, =aVe; Lo=a 
将 这 些 表达 式 合 取得 到 合 取 表 达 式 了 
L=L,AL,A: AL. =a AaA(aVb)A- A(G(aVe)a 
对 上 进行 整理 ,最 终 得 到 析 取 范式 1' = (a Ab) VAc), N kiki 8 W 4 D HA 
ia, b] Mla, cl, D 的 核 是 aj. 
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表 10.3 


3. 基于 互信 息 的 属性 约 简 算法 一 一 MIBARK 算法 

这 里 我 们 首先 建立 知识 与 信息 焙 的 关系 . 

设 0 为 一 个 论 域 ,C 和 D 为 U 上 的 条 件 属性 集 和 决策 属性 集 ,可 以 认为 0U 上 
任 一 属性 集 是 定义 在 U 上 的 子 集 组 成 的 o 代数 上 的 一 个 随机 变量 ,其 概率 分 布 可 
以 通过 如 下 方法 来 确定 . 

设 D 在 UU 上 导出 的 划分 为 了 = {XX ,X,,…,X,| ,其 概率 分 布 可 以 表示 如 下 


(x: ) _ X, X, ... X, 
Pi C pG pOXs) Q p(X,) 
X, 
其 中 : p(X.) 一 全 ,t=1,2,.…,n, | ° | 表示 基数 . 
设 D 和 C 在 口上 导出 的 划分 分 别 为 三 = 1X, X S 9,9, 


六 | W D à HC D) RJDUE 8 HOD) = - Y p(XO168(p(X.)) ;知识 了 相对 于 
知识 C RR HOD | C) 定 义 为 


H(D|C) =- Ep) Fp, |Y)log(p(X | Y,)) (10.9) 
X AY, 
共 中 ,p(% |Y) =- im | | 表示 基数 . 


定义 10. 2.4 条 件 属性 集合 4SC 和 决策 属性 D 之 间 的 互信 息 定 义 为 
1(4,D) =H(D) - H(D | A) 

RP 1(4,D) 为 4 和 DD 之 间 的 互信 息 ,1(4,D) 表 征 决策 属性 D 从 条 件 属性 集合 4 
获得 的 信息 量 . 

引 理 10.2.1 单调 性 :A4CBCC, 则 1(4,D) <1(B,D). 

引 理 10.2.2 如 果 A4CBCC, 则 IND(4) = IND(B) 的 充 要 条 件 是 

H(D |A) =H(D|B). 
定理 10.2.1 如 果 A4CBCC, 则 IND(4) =IND(B) 的 充 要 条 件 是 
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I(A,D)=1(B,D). 

证 明 ”由 引 理 10.2. 1 与 互信 息 的 定义 易 证 . 

定理 10.2.2 如 果 ACBCC, 且 4 为 独立 的 , 则 4 为 B 的 一 个 约 简 的 充 要 条 
件 是 

1(4,D) =1(B,D). 

定理 10.2.3 ACC,ae4, 则 1(4,D) >1(4 -al,D) 的 充 要 条 件 为 a 在 4 中 
为 必要 属性 . 

证 明 由 定义 10.2.4. 引 理 10.2.1 和 定理 10.2. 1 易 证 . 

定理 10.2.4 ACBCC, 如 果 1(4,D) =1(B,D), 则 4 的 约 简 必 为 B 的 一 个 约 
简 . MIBARK 算法 (Mutual information 一 based algorithm for reduction of knowledge) 

第 1 步 ”计算 决策 表 中 条 件 属性 C 和 决策 属性 D 的 互信 息 1(C,D) = 
H(D) -H(D |C) ; 

第 2 步 计算 C 相 对 于 D 的 核 CORE,(C); 

第 3 步 今 B=CORE,(C) ,对 条 件 属性 集 COBER: 

(1) 对 CAB 中 的 每 个 属性 p, 计 算 条 件 互信 息 Ip,D |B); 

(2) 选 择 使 条 件 互 信息 1(p,D1B) 最 大 的 属性 , 记 为 p( 若 同时 存在 多 个 属性 
达到 最 大 值 , 则 从 中 选取 一 个 与 B 的 属性 值 组 合 数 最 少 的 属性 作为 p); 并 且 B= 
BU pi; 

(3) 若 1(8,D) =I(C,D) , 则 终止 ;否则 32 (1); 

第 4 步 最 后 得 到 的 8 就 是 C 相对 于 D 的 一 个 相对 约 简 . 

例 10.2.4 一 个 有 决策 系统 的 数据 表 如 表 10.4 所 示 。 


表 10. 4 一 个 有 决策 系统 的 数据 表 
P. P, P, d 
U, 1 ] 3 2 1 
U, 2 1 1 3 
U, 2 1 2 2 
U, l 2 2 1 
U, l 2 | 1 2 


K 10. 4 所 示 的 决策 系统 , 论 域 U 由 5 个 对 象 组 成 ,其 条 件 属 性 C 包括 3 个 属 
PEENI P, Pa, P}. Va = 11,2}, = {1,2,3}, Vp =11,2]. 决策 属性 V. = 11,2, 
31. 

对 于 表 10.4 所 示 的 决策 系统 ,有 

U|IND(C) = 了 人 本 
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U | IND(D) = | lU ,U1,.1U,1,1U,,U;11, 


WREE IC, |d] ) = log5 - log2. 利用 MIBARK 算法 对 表 10.4 进行 简化 ,可 


得 约 简 { P, Pal ,其 互信 息 仍 为 log5 -log2. 可 以 验证 | P,,P,| 是 决定 一 个 对 象 必 


于 哪 一 类 的 最 小 集 , 即 为 该 决策 系统 的 一 个 约 简 . 
MIBARK 算法 也 是 一 种 启发 式 算法 ,在 大 多 数 情况 下 能 够 得 到 决策 表 的 最 小 
属性 约 简 . 但 是 ,并 不 一 定 能 够 保证 算法 得 到 决策 表 的 最 小 属性 约 简 . 


§ 10.3 模糊 粗糙 集 的 基本 理论 


10.3.1 模糊 集合 的 rough 近似 


定义 10.3.1 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,对 于 U EBY fuzzy 集 4, 记 
R(A)(x) = min{A(y) :ye [x],] (10. 10) 
R(A)(x) = max{A(y) : y e [=],! (10. 11) 
则 R(4) 和 (4A) 分 别称 为 fuzzy 集 4 关于 近似 空间 (U,R) 的 下 近似 和 上 近似 ,而 
R:F(U)—F(U)# R: F(U) 一 F(U) 分 别称 为 下 近似 算 子 和 上 近似 算 子 
当 4 是 经 典 集合 时 ,R(4)(z) =1 ERÄ [x] CA IR(A) (x) =1 当 且 仅 
当 [x]: NA Ø, eNA 
R(A) = |x: R(A)(x) =1} (10.12) 
R(A) = {x: R(A)(x) = 1| (10.13) 
BP RCA) (x) 和 R(4) (x) 分 别称 为 R(4) 和 R(4) 的 特征 函数 . 
定理 10.3.1 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,关于 近似 空间 (U,R) 的 fuzzy 下 
近似 算 子 与 fuzzy 上 近似 算 子 有 以 下 性 质 : 
(1) RACACRA; 
(2) R(ANB) =RANRB,R(AUB) =RAURB; 
(3)R(A) = ~R( ~A),R(A)= ~R( ~A); 
(4) R(AUB) DRAURB,R(ANB) CRANRB; 
(5) R(RA) = R(RA) = RA,R(RA) = R(RA) = RA; 
(6) ACB=RACRB,RAC RB; 
(7)R(@) = Ø,RU = U. 
其 中 4,B 是 UU 上 的 fuzzy FE. 
证 明 ”对 于 任意 xeU, 由 式 (10.10) 及 式 (10. 11) 可 得 
RA(x) < A(x) < RA(x). 
则 (1) 可 证 . 又 因 
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R(A NB)(x)= minl4(y) A B(y) s e [x],1 
= min|A(y) :y e [zx]),] A min1B(y): y e [x]! 
RA(x) A RB(x) 


因此 
R(A N B) = RA N RB. 


其 他 性 质 类 似 可 证 . 
10.3.2 模糊 信息 系统 的 粗糙 集 理 论 


定义 10.3.2 称 (U,R) 是 一 个 fuzzy 近似 空间 , 若 只 是 口上 的 fazzy 关系 , 且 
满足 自 反 性 , 则 称 ( U, R) 为 fuzzy 信息 系统 ; 若 R 是 fuzzy 等 价 关系 , 则 称 (U,R) 为 
fuzzy 等 价 关系 信息 系统 . 

定义 10.3.3 设 (U,R) 为 fuzzy 信息 系统 ,对 于 任意 XCU, 称 fuzzy 集合 R(X) 
和 R(X) 为 关于 (U,R) 的 fuzzy -下 近似 和 fuzzy — 上 近似 ,其 中 


R(X)(y) = min(1 - R(x,y)) (y e U) (10. 14) 
R(X) (y) = maxR(x,y) (y e U) (10. 15) 
而 R :P(U)—+F(U)#IR :PC(U) 一 F(U) 分 别称 为 fuzzy -下 近似 算 子 和 fuzzy - 上 


近似 算 子 . 
Æ 10.3.2 设 (U,R)2B fuzzy 信息 系统 , 则 fuzzy - 下 近似 算 子 与 fuzzy - 
上 近似 算 子 满足 以 下 性 质 : 
(1) R(U) =U, R(Ø)=Ø; 
(2) R(X) = ~R( ~X), R(X) =~R( ~X); 
(3) RIX Y) =R(X)AR(Y),R(XUY) =R(X) UR(Y); 
(4) R(XUY) DR(CX) UR(Y) ,R(XNY) CR(X) NR(Y); 
(5) R(X) CXCR(X); 
其 中 X,Y 为 U 的 经 典 集合 . 
证 明 ”由 式 (10.14), 式 (10.15),VyeU 
R(U)(y) = min(1 -R(x,y)) = 1 
R(Ø)(y) = maxR(x,y) = 0 
则 (1) 得 证 . 
由 于 
R( ~X)(y) = min(1 -R(x,y)) 
因而 
-R(~ X)(y) = 1 = min(l ~ R(x,y)) = maxR(x,y) = R(X)(>) 
因此 
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R(X) = ~R( - X). 
同 理 R(X) = ~ R( ~X). (2) 得 证 . 
由 于 对 于 任意 ye X 
R(X n Y)(y) = min (1 - R(x,y)) 


= (min(1 - R(z,y))) A (min(1 - R(x,y))) 


= (R(X) N R(Y))(>) 
因此 
R(XNY) =R(X) nR(Y). 
同 理 可 证 
R(XUY) =R(X) UR(Y). 
(3) 得 证 . (4) 可 以 由 (3) 直接 推 得 . 由 于 对 于 经 典 集合 XCU 有 XX(y) s1leye X, 
Kie ye X PF, H R 的 自 反 性 和 式 (10. 14) 可 得 R(X)(y) =0, 而 当 yeX 时 ,由 
RR 的 自 反 性 和 式 (10.15) 可 得 R(X)(y) =1, 从 而 
R(X)(y) <X(y) SR(X) (y). 
即 证 (5). 
例 10.3.1 表 10.5 给 出 了 一 个 关系 数据 库 . 


胡 10.5 


利用 公式 
r; =2 > (Á, (x,) A f(a) )/ > CAEH +f, (x;)) 
则 得 到 fuzzy 信息 系统 (U,R) ,其 中 
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1 0.85 0.50 0.65 0.61 0.81 

0.85 1 0.43 0.67 0.69 0.84 

R= 0.50 0.43 1 0.50 0.35 0.36 
0.65 0.67 0.50 1 0.91 0.50 

0.61 0.69 0.35 0.91 1 0.58 


0.81 0.84 0.36 0.50 0.58 1 
由 此 可 见 R 是 自 有 反 和 对 称 的 fuzzy 关系 ,由 于 | U| =6, 则 


1 0.85 0.50 0.69 0.69 0.84 

0.85 1 0.50 0.69 0.69 0.84 

R = R° = 0.50 0.50 1 0.50 0.50 0.50 
0.69 0.50 0.50 1 0.9] 0.69 

0.69 0.69 0.50 0.91 1 0. 69 


0.84 0.84 0.50 0.69 0.69 1 
于 是 (UU,R) 为 fuzzy 等 价 关系 信息 系统 . 


10.3.3 模糊 信息 系统 上 模糊 集 的 rough 近似 


设 (U,R) 为 fuzzy 信息 系统 ,下 面 我 们 介绍 fuzzy 信息 系统 上 的 fuzzy 集合 的 
rough 近似 . 
定义 10.3.4 。 设 (U,R) 为 fuzzy 信息 系统 , 4 是 口上 的 fuzzy 集合 , 称 R(A) 
与 R(4A) 分 别 为 4 关于 (UU,R) 的 fuzzy -下 近似 与 fuzzy - 上 近似 ,其 中 隶属 函数 分 
别 定义 为 
R(A)(x) = min{A(y) V (1 ~ R(x,y)): ye Ul(x e U) (10.16) 
R(A)(x) = max|A(y) A R(x,y): y e U} (x e U) (10.17) 
而 R : F(U)—F(U)#R: F(U) 一 FP(UD) 分 别称 为 fuzzy - 下 近似 算 子 和 fuzzy - 
上 近似 算 子 . 
我 们 可 以 从 定义 10. 3.4 中 得 到 几 种 特殊 情况 . 
(1) 当 4CU,RCU xU, B 4 为 经 典 集合 , R 为 经 典 关系 时 
R(A)(x) =leVy e U, Aly) V (1 - R(x,y)) = 1 
VY e U,y gg ARE, y) gR 
SVyg ARR yg [x] @ [x], S A, 
R(A)(x) =1ee3ye 避 使 4(y) = 1,B R(X,y) = 1AN [xz], = Ø. 
(2) 当 4 ;U10,1] 且 REUxU, 即 A X fuzzy 集合 ,R 为 经 典 关 系 时 
R(A)(x) = min [A(y) V (1 - R(x,y)) :ye U} 
= min{A(y) : (x,y) e R} = min|A(y):y e [x],] 
R(A) (x) = max {A(y) A R(x,y): ye U| 
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= max{A(y) : (x,y) e R} = max{A(y):Yy e [x] ,上 
(3WÓACUR R : UxU[0,1], 即 4 为 经 典 集合 , RH fuzzy 关系 时 
R(A)(x) = min {A(y) V (1 ~- R(æ,y)): y e Uí = min( 1 - R(x,y)) 

R(4)(z) = max {A(y) A R(x,y) : y e U] = max|R(z,y)] 

由 此 可 见 , 在 fuzzy 信息 系统 上 定义 的 fuzzy 集合 的 rough 近似 是 各 种 特殊 情形 的 
合理 推广 . 

定理 10.3.3 设 (D,R) 是 fuzzy 信息 系统 ,fuzzy 集合 fuzzy- 下 近似 fuzzy- 和 和 
上 近似 算 子 满足 以 下 性 质 : 

(1) R(U) =U,R(Ø) =Ø; 

(2) R(A) = ~R( ~A),R(A) = ~R( ~A); 

(3) R(ANB) =R(A) O R(B),R(AUB) =R(A)UR(B); 

(4) R(AUB) DR(A) UR(B),R(ANB) ER(A) NR(B); 

(5) R(A) CACR(A). 
其 中 A,B 为 UU 上 的 fuzzy ES. 

证 明 类 似 定理 10. 3. 2. 


810.4 模糊 信息 系统 的 属性 约 简 


设 (0,4,P,P) 是 一 个 信息 系统 ,其 中 F= [fu ism| fi UV, 表示 属性 a, e A 
关于 对 象 的 取 值 函数 . 如 果 V, = [0,1] , 则 该 信息 系统 称 为 fuzzy 信息 系统 . 

设 (0U,4,V,F) 是 一 个 fuzzy 信息 系统 , Di U—[0,1]G=<r) ED = |D:jsr|, 
称 (U,A,V,F,D) 为 fuzzy 目标 信息 系统 或 fuzzy 决策 系统 . 


10.4.1 模糊 且 标 信息 系统 的 属性 约 简 


定义 10.4.1 设 (0,R) 是 fuzzy 近似 空间 . fuzzy R RÉE U 上 产生 的 划分 定 
义 如 下 : 
U/R = [xz (10.18) 
其 中 [xj]s EAT + + 之 是 由 和 尺 生成 的 fuzzy 等 价 类 
这 里 UR 是 关系 R 在 U KERRY, La la 是 模糊 集 
定义 10.4.2 iË (0,4) 是 fuzzy 目标 信息 系统 ,B 和 d 是 4 的 条 件 属性 集 和 
决策 属性 集 . d 的 B 正 域 是 0 上 的 模糊 集 , 记 为 n... o ,对 任意 xe U 
Heop ( Z) = sup ux (x). (10.19) 


XC UZd 


定义 10.4.3 设 (0,4) 是 fuzzy 目标 信息 系统 , BA d 是 4 的 条 件 属性 集 和 
决策 属性 集 . d 对 B 的 依赖 度 定 义 如 下 
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ys(d) = Y'u,., aa (x). (10.20) 


定义 10.4.4 设 (D,4) 是 fuzzy 目标 信息 系统 ,4=CUd, B 是 C 的 子 集 . 
YaeB, 如 果 ys_,(d) =ys(d), 则 称 a 为 8B 中 4d 不 必要 的 ,否则 称 a 为 8B 中 dd 必 
要 的 . 如 果 中 中 的 每 个 属性 都 是 d 必要 的 ,我 们 称 B 是 独立 的 ,否则 称 B 是 依赖 
的 . 

定义 10.4.5 设 (UU,4) 是 fuzzy 目标 信息 系统 ,4 =CUd, B JE: C 的 子 集 .如 
果 8 满足 : 

(1) ya (d) =yce(d); 

(2) VaeB,ys..(d) <yy (d). 

则 称 8 是 C 05 d 249. 


10.4.2 模糊 信息 系统 的 信息 测量 及 属性 约 简 


在 本 小 节 中 ,我 们 从 信息 论 的 角度 来 研究 模糊 信息 系统 的 属性 约 简 . 
设 (U0,4) 是 模糊 目标 信息 系统 ,4 =CUd. 其 中 C 是 条 件 属 性 集 , d 是 决策 属 
ER. C 生成 0 上 的 模糊 等 价 关 系 为 R. 那么 由 x, 和 上 生成 的 fuzzy 等 价 类 为 


r. T. r. 
1 2 
[x], = 一 + 一 +…+ 一 . 
XI x, x 


定义 10.4.6 设 R 是 UV 上 的 模糊 等 价 关系 , 则 R Jë BL 8 E SY HY F 
H(R) =- 二 Y log， (10.21) 


其 中 入 ,= Ledel, | [xs | = > ri 
定义 10.4.7 设 (U,4) 是 模糊 目标 信息 系统 ,对 于 8,ECA4,B à) E WHEN 
定义 如 下 


| [xi]s ñ TAF (10. 22) 


H(B: E) = -二 > log 
定义 10.4.8 设 (U,4) 是 模糊 目标 信息 系统 ,对 于 B8,EC4,B E RRIF 
定义 如 下 
H(E |B) =- È y dA Eda 
定理 10.4.1 H(E |B) =H(B : E) -H(B) (10.24) 
定理 10.4.2 设 (U,4) 是 模糊 信息 系统 ,Ya eBCA4, 如 果 a 是 宛 余 的 , 则 
H(B) =H(B -a). WR a 是 独立 的 , 则 H(B) > H(B -a). 如果 B W8 E : 
(1) H(B) = H(A); 
(2) VaeB:H(B) > H(B -a). 
则 8 是 约 简 . 


(10. 23) 
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定理 10.4.3 设 (U,4) 是 模糊 目标 信息 系统 , A= CUd. YaeBCC, WMR a 
是 8B 中 4d 元 余 的 , 则 有 (4d18) =H(d18 -a). 如 果 a 是 8 中 d 独立 的 , 则 
H(d|B-a)>H(d| B). WẸ BHE: 

(1) H(d|B)=H(d| C); 

(2) VaeB:H(d|B -a) >H(d | B). 

HJ p R C 05 d 248. 

在 模糊 目标 信息 系统 中 ,属性 约 简 就 是 找到 属性 集 族 中 能 够 保证 决策 规则 不 
变 的 最 小 的 属性 子 集 . 由 上 面 的 分 析 可 以 看 出 , 求 取 属性 的 约 简 ,就 是 寻找 保证 条 
件 属 性 族 相 对 于 决策 属性 的 条 件 科 不 变 的 那个 最 小 的 属性 子 集 . 

定理 10.4.2 和 定理 10.4.3 从 信息 论 的 角度 给 出 了 模糊 信息 系统 和 模糊 目标 
信息 系统 属性 约 简 和 相对 约 简 的 定义 . 

例 10.4.1 É U= [x,,z,,x | ,Ri,R,,R, 是 由 属性 ec,a ,ai 生成 的 模糊 等 价 


关系 ,定义 如 下 
1 0.9 0 1 O 0 1 0 0 
R, = 区 1 ) „R, = f 1 0.81,R = | 1 0 J 
0 0 1 0 08 1 0 09 1 
于 是 [mw =Z t tr | [ln | =1.9. 
1 0 O 1 0 O 
R,=R, rn R,=|0 1 0|, an 1 | 
0 0 1 0 0 1 


则 R ,R, BAIFA H(R | R,) =0.5654,H(R, | R,) = 0. 6174. 

É R, 是 由 决策 属性 d 生成 的 模糊 等 价 关 系 ， 

1 0 O 

0 1 ' 
0 0 1 
我 们 发 现 H(R, | R,R,) =H(R, | RiR,) =H(R, | R.R,R,) =0. 这 说 明 Ri,R, 的 交 
关系 与 模糊 关系 R, 产生 相同 的 划分 ,同样 R R 的 交 关 系 也 与 模糊 关系 R, 产生 
相同 的 划分 . 因此 ie ,az 和 | a1,as| 是 两 个 相对 约 简 . 

下 面 ,利用 定理 10. 4.3 给 出 属性 重要 性 的 定义 . 

定义 10.4.9 设 (U,4) 是 模糊 目标 信息 系统 ,4=CUd. YaeBCC, 则 a 相 
对 于 d 的 重要 性 定义 为 SIG(a,B,d) =H(d|B-a)-H(d| B). 

根据 上 述 分 析 , 给 出 模糊 信息 系统 一 个 属性 约 简 算法 . 

算法 1: 

第 (1) 步 Yae 4, 构造 等 价 关系 ， 

第 (2) 步 Ø—red; 
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第 (3) 步 Ya,e4h-red, 计 算 H, = H(a, ,red) ,结束 ; 

第 (4) 步 ”选择 满足 H(a | red) = max( SIG(a,red) 的 属性 ; 

第 (5) 步 ”如 果 Hla | red) >0, 则 red Ua—red 跳 至 第 (3) 步 ,否则 到 red. 

结束 . 

下 面 ,给 出 模糊 目标 信息 系统 的 一 个 属性 约 简 算法 . 

算法 2: 

第 (1) 步 Yae4, 构 造 等 价 关系 ; 

第 (2) 步 Ø—D -red; 

第 (3) 步 Va,eC-red, 计 算 H. =SIG(a,,D - red,d) ,结束 ; 

第 (4) 步 ”选择 满足 SIG( a; ,red,d) = max( 4;) 属 性 ; 

第 (5) 步 ”如果 SIG(a,,red,d) >0, W D -redUa-*D -red 跳 至 第 (3) 步 , 否 
则 到 D — red. 

结束 . 


sJ 题 10 


1. ë K=(U,R) 是 一 个 知识 库 , 其 中 U= xx ,R= ÍR, , R, ,RR, | ,其 
中 等 价 关系 R, ,R, 和 R, 有 下 列 等 价 类 : 


U/R =| | #184 x 1,11 fxs}, txel] 5 

UZR, = { {x ,x3,xs) , {rel) , X2% l5 

U/R,=|l|x ,x,1,1x 1 , {xs Xa], {x yx 
试 求 该 知识 库 的 约 简 和 核 . 


2. 考虑 表 10. 6 给 出 的 知识 表达 系统 , 试 求 该 信息 系统 的 约 简 和 核 . 


310.6 


3. 分 别 利 用 区 分 和 矩阵 和 MIRBARK - 算法 求 取 例 10. 2.2 的 约 简 和 核 . 
4. 利用 10.4.2 节 中 的 算法 2 求 例 10.3.1 的 约 简 . 
5. 仿照 定理 10.3.2 的 证 明 给 出 定理 10.3.3 的 证 明 . 
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